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Vorrede. 



Ich übergebe hiermit dem mathematischen Publikum das zweite Heft 
meines Entwurfs einer neuen Integralrechnung, welches die irrationalen, 
exponentiellen, logarithmischen und cyklometrischen Integrale behandelt 
und meine Versuche einer Erweiterung und Verbesserang der höheren 
Mathematik vorläufig zum Abschluss bringt. Der Kenner wird in dieser 
Abhandlung überall Integrale finden, welche entweder neu, oder allgemeiner 
gefasst, oder in eine bessere Form gebracht sind. Da überdies auch die 
von mir angewandten Integrationsmethoden sich von den bisher üblichen 
YÖllig unterscheiden, so kann es kaum fehlen, dass mein Entwurf einer 
neuen Integralrechnung ein Gefühl des Befremdens bei der grossen Zahl 
jener Mathematiker hervorrufen muss, welche die Elemente unserer heu- 
tigen Integralrechnung als ein sicheres, unantastbares Besitztum zu be- 
trachten gewohnt sind. Dennoch möchte ich an meine Fachgenossen 
die Bitte richten, diesen ersten Eindruck des Misstrauens zu überwinden 
und den nachfolgenden Untersuchungen ihre ernste Beachtung zu schenken. 
Denn der Umstand, dass ich, noch in der Ausarbeitung meines Integrations- 
systems begriffen, gar manche bedeutsame Resultate gewonnen habe, 
lässt mit Sicherheit voraussehen, welchen Vorteil bessere Rechner als 
ich aus den neuentdeckten Rechnungs- und Integrationsmethoden ziehen 
werden. 

Wien, im Oktober 1893. 

Der Verfasser. 
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§. 31. 
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Wenn o eine beliebige Funktion von x (vgl. z. B^ unten §.51, Gl. 4, 
9, 22), insbesondere einen Ausdruck von der Form + a + ix^ + ^^^^ dl * "; 
femer o' den ersten DiflFerentialquotienten von o, p und r ganze*) positive 
Zahlen bedeuten, so können alle Differentiale von der in der Überschrift 
bezeichneten Gattung in geschlossenen Ausdrücken integriert werden. 

I. Ist zunächst die Gleichung: 

p 
(D''(odx = dy 1) 

zu integrieren, so wendet man zu diesem Zweck die in den „Neuen Inte- 
grationsmethoden" Gl. 220 — 267 dargelegten Operationen an, indem man 
die Gl. 1 zuvörderst numeralisiert, also: 

1 + Ja>'dxldß = 1 + ^:_^^ = '/ dy. 2) 

Bildet man nunmehr aus der vorstehenden Relation die Numeralgleichung 
(„Neue Int.-Meth." S. 20), so ist: 

~ = V dy. 3) 



,ö>** 



?+i 



dß' 

Logarithmalisiert man die Numeralgleichung, um den ursprünglichen Wert 
von dy herzustellen, so ergiebt sich folgende Relation: 

cjr _|_ ß,r fj^'dx — ö'' = cZy . 4) 

Multipliziert man nun, um aus den beiden ersten Differentialen links die 

*) Ich nehme hier und anderwärts (z. B. S. 97 u. s. f.) an, dass p und r ganze 
Zahlen sind, weil diese Ausdrücke, wenn sie Bruche sind, leicht auf solche zurück- 
geführt werden können. 

Bergbohm, Integralrechnung. 6 
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Differentialsumme bilden zu können, dx und dy mit ^^^ (vgl. „Neue 
Integr.-Meth." S. 26, 27), so ist: 



r 






^f +1 (p + r)ai>-a)-da? _ ^f +i _ (i) + >')dy . 

' r r ^^ 

oder 

(o, + io'dxf^"- J^"= <£±I)^. 6) 

Befreit man endlich dy von den Eonstanten, so ergiebt sich die 
Integralgleichung : 

— i — (© + CO c?rry 1 — cö'' = % = (D'' o'dx . 7) 

Begnügt man sich mit der Differentialsumme imd wendet man die 
oben im §. 5 (8. 5) angegebene Bezeichnungsweise an, so ist 

Ds ©'• o'dx = — i — ©'• . 8) 

IL Ist ferner die Gleichung: 

-y- = ^y 9) 

cd'* 

zu integrieren, so ist die Numeralgleichung, wenn man zur Bildung der- 
selben den Ausdruck — - — in die Potenz versetzt (vgl. z. B. Neue Int.- 

-—1 

Meth. Gl. 258-260): 



i_ £-1 



p T 



V dy . 10) 



^-1 



Logarithmalisiert man den vorstehenden Ausdruck, so ergiebt sich: 

1 , (o dx 1 -, -i ^ N 

^ii + "T~"iri = '^^ 11) 

r r r 

(D CD OD 

und wenn man, um aus den beiden ersten Ausdrücken links die Diffe- 
rentialsumme bilden zu können (61. 12 u. 13), dx und dy mit — - 

multipliziert: 

1 {p — r)(odx 1 {p — r)dy ^^^ 



£—1 E ^— 1 

r r r 

ö) rto (0 
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Fasst man nunmehr die beiden ersten Ausdrücke links mit Rück- 
sicht auf die in den „Neuen Integrationsmethoden*' Gl. 20, 261 — 267 ge- 
gebenen Entwicklungen in eine Dififerentialsumme zusammen, so ist: 

1 1 {p — T)dy 



^-1 ^-1 

oder, wenn man dy von den Konstanten befreit: 

r 

^^^ • U li ■ ■ I ■ I aBw^w m^mmm 

p — r p 



13) 



-— 1 
r 
00 



-, (O dx "i jx 

= dy y, 14) 



co'' 



((0 + (o dxf 
oder 

jjs — — = — 16) 

p p — r P_^ ' 

r — r 

(0 CO 

Die beiden 61. 14 und 15 können aus den Relationen 7 und 8 auch 
mittelbar dadurch gefunden werden, dass man in diesen p durch — p ersetzt. 

IIL Die in den Gl. 8 und 15 enthaltenen Integrationsformeln sind 

von sehr umfassender Anwendung. Alle Differentiale, gleichviel ob ihre 

endlichen Bestandteile aus rationalen, irrationalen, goniometrischen oder 

Exponentialgrossen, aus Logarithmen oder Kreisbogen bestehen, können- 

in geschlossenen Ausdrücken integriert werden, wenn sie entweder von 

p / , 
vornherein die Form von m^codx und aufweisen oder doch (z. B. 

CO 

durch Einführung von Konstanten) auf diese Form gebracht werden 
können. Nur wenn p = r also p — r = ist, wird die Formel 15 augen- 
scheinlich unbrauchbar. In der That liegt dann ein logarithmisches Diffe- 
rential („Neue Int.-Meth." §. 12) vor und es gilt die Relation: 

Ds'^!^ = I)s^^ = \oglä. 16) 



00 



P 00 

r 



Aus dieser Darstellung geht insbesondere auch hervor, dass alle irra- 



x^'-^dx 



tionalen Differentiale von der Form a;**"^ }/+ ^ i ^^^^^ ^^^ / 

y ±a±hx'' 

in geschlossenen Ausdrücken integrierbar sind. So ist z. B. (vgl. auch 
Neue Integr.-Meth. S. 40—46): 

DsYa + bxdx = DsY^dx = ^Ds(ö^(odx = (Gl. 8) ^, 17) 



7,1 



Dsya — hx dx = Dsycadx = — y D5 Gra)'dx = ^ , 18) 

Ds (a + ix)^dx = Ds a^ dx = ^ Ds J^ u^' dx = ^ , 19) 

6* 



— TO- 



DS 



_^^^ = Ds -^ = i- Ds ^^ =- ^i^ 20^) 

Ya + bx yä >> Js f> ' 

■r\ dx -TN dx 1 -TN 00 dx hm^ e^^\ 

Ds x^a + 6a;* Ja; «= Bs a;]/» dx^= ^Ds arm' Ja; = ^ , 22) 



Js ^^^ ==7)c^^i-nc!!L4f ^1^^ 23) 

y-.a + bx^ V^ ^^ CO* ^ 

6 6 5 j7 

2)5 x\a — iaH^)i^da; = Dsa;«©" Ja; = — ^I)s co^^(o'dx ^^' 24) 

lY. Die Integration des trinomischen Differentials: 

p p 

a;«»— i(a + 6a;" + cx^^^Ydx = a;**'""^co'" Ja; == dy 25) 

ist zwar nicht^ wie jene des analogen binomischen Differentials (Abs. III) 
darch einfache Einführung von Eonstanten möglich, wohl aber kann 
dieselbe mit Rücksicht auf die Relation: 

c' = nbx^-^ + 2wca;2»-i; x^^-^ = " "J'J'j^""' 26) 

vermittelst einer Substitution durchgeführt werden. Es ist nämlich: 

p p p 

9„ 1 Z t (<»' — 111x^^^)0^ dx 0/" a/ dx bx^^^oo'' dx c%n\ 

2nc 2nc 2c ' 

Von diesem letzten Ausdruck kann das erste Differential vermittelst der 
Gl. 8, das zweite etwa nach §. 42 Abs. VI (vgl. z. B, §. 47 Abs. X) in end- 
licher Form integriert werden. 

Ebenso ist: 

^2n— 1^^ (ö'da; haS^'^^dx 



p p p 

(a + 6a;'* + cx^^'Y 2nca)'" 2cq)'' 



28) 



von welchem Ausdruck das erste Differential nach 61. 15, das zweite nach 
§. 34 Absatz III integrierbar ist. 

Es ist leicht ersichtlich, dass die vorstehenden Sätze nur dann gelten, 
wenn p eine ungerade Zahl, r ^^ 2 ist, weil die Reduktion auf die im §. 34 
Abs. I und II integrierten Differentiale blos in diesem Falle immer mög- 
lich ist. 

V. So ist z. B.: 

Ds xYa + 6a; + cx^ dx = ~ J >= — Ds coro'dx — — DsVcadx 

= 1^ — ^ Ds Vö <;a; (§. 46 Abs. VI) , 29) 
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T^ xdx \ T^ m dx h T. dx 

Ds = — Ds — ^ Ds —= == 

Ya + bx + cx^ 2c ^\ 2c y«, 

= ?-rc^^p|(§-32G1.24). 30) 

VI. Zur Integration der Gleichung 

x^Ya + bx^ + ca^ dx = x^Y^dx = dy 31) 

setze man 

c'=26a; + 4ca;»; x^^^^^=^, 32) 

also wenn man den Wert von a? in die 61. 31 substituiert: 

Ds ('°'-26«)yiü'<^^ =^I)s Ja/dx - }- Ds x}/^ dx ^^ Ds dy, 33) 

4c 4c 2c '^ iJ j 

Das vorstehende Integral wird unten (§. 47 Abs. XII) in seinem 
vollen Umfang ermittelt werden. 

In ganz analoger Weise findet man mit Bücksicht auf die obige 
Gl. 15, ferner auf §. 34, Gl. 35: 

-r^ X^dx -rw X^dx 1 t, (O dx & -n xdx 
Ds — = Ds —7=^ = -i- Ds =: TT- Ds =r == 

Ya + bx^+cx'' Y^ ^<^ l/co 2c j/c 

2c 8cl/c. ^& + 2c5* — 2>/cö ^ 

p 

VII. Sowie alle Differentiale von der Form x'^^^ia -^ bx^ydx und 
x^'^^dx « ,. 4 , .. , ~ f -, , »'da; 



auf die Ausdrücke Gfcydx und — — gebracht und dann in 

{a + bx^'f o'* 

einem geschlossenen Ausdruck integriert werden können, so ist dies auch 

bei allen Differentialen von der Form oc^^^^^a-^-bx^ydx und 

(a + bx^'Y 
der Fall, in welchen Ausdrücken ^ eine ganze positive Zahl bedeutet. 
Man kann nämlich in solchen Differentialen immer für x^ den Ausdruck 

*" 7" ^ substituieren und auf diese Weise successiv die Integration be- 
wirken. So ist z. B.: 

Ds a?^]/ä + 6P dx == ^ v Ds x^Y^ ^' ^^ "^ äF ^^ ^^ ^' ^^ — ^V^ ^' ^^J > ^5) 

welcher letztere Ausdruck nach Gl. 8 integriert werden kann. 

Durch ganz ähnliche Substitutionen kann man auch beweisen, dass 

- x^^^^dx 
xf^^—^(a + bx"^ + cx^^y dx und immer in endlicher Form 

{a + bx^'+cx^'^y 
integrabel sind. 
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§.32. 

Reduktion der irrationalen Differentiale anf logarithmische Differentiale 

mit irrationalen Bestandteilen, 

Lässt sich ein irrationales Differential nicht auf die im §. 31 ent- 
wickelten Formen zurückführen, so kann man die Integration durch einen 
geschlossenen Ausdruck in vielen Fällen dadurch ermöglichen , dass man 

dasselbe auf logarithmische Differentiale von der Form + \^ ) 

reduziert (vgl. Neue Int.-.Meth. S. 37—40), welche die Eigentümlichkeit 
haben, dass sowohl Jt und q als auch n und g' irrationale Bestandteile 
enthalten. Diese Umwandlung erfolgt vermittelst der Methode der Ein- 
führung von Variablen und Konstanten. 
I. Ist die Gleichung: 

dx dx ^ - V 

- — = -;= = dy 1) 

zu integrieren, so ist leicht ersichtlich, dass deren Reduktion auf die 

fli dx 

Form —-=■ unmöglich ist. Man setze daher: 

p=y6a;-j/ö; p' = >/6_-^, 3) 

jiQ — TiQ = ~=- ; y(o{7iQ — kq) = — 2a|/6, 4) 

TtQ ^= — a. 5) 

Multipliziert man nun das Differential — = in der Gl. 1, um dessen 

Reduktion auf die Form + y- — - — j zu ermöglichen, im Zähler und 

Nenner mit Rücksicht auf die Gl. 5, so ist: 

adx j ri\ 
-^ = dt/. 6) 

Führt man sodann mit Rücksicht auf die Gl. 4 Variable und Konstanten 
ein, so ist: 

— ^ ^ — -=^ = — 2aVb dy 7) 

oder 



ndx Q dx 
n Q 



2ybdy. 8) 



Da die Differentiale links logarithmisch sind (Neue Int-Meth. §. 12), 
so erhält man die Differential summe: 
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log 7i — log Q = Ds 2yhdy 9) 

oder wenn man dy von den Konstanten befreit: 

— — log — = — — log ^ — \ == Ds -==^ ' 10) 

2>/6 ® 9 2yb ^Ybx—Va + hx^ Ya + bx^ ^ 

Auf ganz analoge Weise erhält man auch: 

J_ j yb x+V -a + b^ l _ ^^ dx ^ jj 

2V& ^ybx—Y—a + bx* y^a + bx^ 

IL Zur Integration der Gleichung: 

äx _^dx^^y 12) 



Ya — bx* yoD 

kann die im Abs. I entwickelte Methode nicht angewandt werden, weil 
in diesem Fall 7tQ = 2bx^ — a wäre (s. Gl. 5), folglich die in den Gl. 6—8 
vorgenommenen Operationen nicht vollzogen werden können. Hier ist, 
so lange zur Auffindung der Differentialsummen irrationaler Differentiale 
blos die im §. 31 und 32 enthaltenen Methoden offenstehen, lediglich die 
Integration durch Kreisbögen nach der Formel 

Ds ^^^""^ = arc sin f(x) 13) 

möglich (vgl. oben §. 8 Gl. 1 und unten §. 53 Gl. 3). Zu diesem Zweck 
dividiert man in der Gl. 12 das Differential links in Zähler und Nenner 

mit l/a und multipliziert sodann die Gleichung auf beiden Seiten mit ]/6, 
so dass sich, wenn man gleichzeitig die Differentialsumme nimmt, folgende 
Relation ergiebt: 

yldx xYb 

Ds—^== = Ds—=^L==^3,rcBm^=Dsybdy. 14) 

Befreit man nunmehr dy von der Konstante, so ist 

1 . xYb T^ dx ^^. 

— = arc sm —^ = IJs — — • 16) 

Yb Ya >/a — 6a;* ^ 

III. Zur Integration der Gleichung 

dx ^^^iy 16) 

Yoi -\-bx '\' cx"^ y© 



setze man, ähnlich wie im Abs. I: 



Vci 



;r = 6 + 2cÄ; + 2l/ca); ;r'=2c + ^^, 17) 

i/o 

p = 6 + 2ca; — 2>/c^; p' = 2c — ^, 18) 
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ärp = 6«_ 4ac = d = — z/, 19) 

ji'g _ jcq' = ^ ; Y^in'Q — no) ^ 2-^6 . 20) 

Multipliziert man nun das DiflFerential links in der 61. 16 in Zähler und 
Nenner mit Rücksicht auf die Gl. 19 (vgl. oben 61. 6), so ist: 

^^^dy 21) 

und wenn man mit Rücksicht auf Gl. 20 Variable und Eonstanten ein- 
führt (s. Gl. 7): 

V^{nQ-n^)Sdx _ 2V~cSdy 22) 

oder 

'^ — ii^ = 2Vcdy. 23) 

Nimmt man nun, ähnlich wie in den Gl. 9 und 10 die Dififerentialsumme 
und befreit sodann dy von den Konstanten, so ist: 

— — log — == — ;= log — ' — -=z- = Bs = • »4) 

2}/c 9 2"|/c 5 + 2c^ — 21/crä ya-^lx + cx^ 



Durch ganz ähnliche Operationen erhält man noch die nachfolgenden 
Integrale: 

Ls— ================= = I)s—==:—-^ log— ^ -!— ^ =* — -= log — , 25) 

Ti dx -rs dx 1 . h — 2cx + ^Vcöä 1 , jr ^^x 

Ds , — ^I)S'-z=^= — 7= log ■ — ^7= =— ;=log^, ao) 

'Va — hx + cx^ Va 2>/c b — 2cx — 2Yc^ 2yc °P 

Ti dx -r. dx l , b — 2cx — 2l/ccö 1 , q g^„. 

Bs— - - = Ds --= == — ;=log -7== — T^log-^- 37) 

V—a—bx+cx* Ym 2>/c 6 — 2c^+2Vcw 2|/c ^ 

IV. Ist die Gleichuüg 

ya + OÄ — ex* yco 

zu integrieren, so sind die im Abs. III erörterten Methoden unanwendbar, 
weil in diesem Falle ^jp = d + 8c^x^ wäre, so dass die zur Reduktion 
auf ein logarithmisches Differential unentbehrlichen Operationen in den 
Gl. 21—23 nicht vorgenommen werden können. In diesem Falle ist 
deshalb die Integration gleichfalls (vgl. Abs. II) nur durch Kreisbögen 
und zwar am bequemsten nach der Formel (s. unten §. 53 61. 4): 

Ds — ^ ^f(^^ _ = arc cos f(x) 29) 
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möglich. Es ist nämlich^ wenn man auch hier (vgl. oben §. 10 61. 3) 
6* + 4ac = 6 setzt: 

dx 2ycdx 2Ycdx 

Va + bx — ex* "" Vb* — 6« + 4ac + 46ca; — 4c*a;* Va — (5 — 2ca;)« 

y^ ^dy. 30) 



Multipliziert man die beiden letzten Ausdrücke mit Yc, so ist 



2cdx .h^2cx 
a 

yi yö 



V' - C-^)' V' - C-^') 



8 



= Ycdy, 31) 



Nimmt man schliesslich von den beiden letzten Differentialen die 
Differentialsumme (s. Gl. 29) und befreit dann dy von der Konstante^ so 
ergiebt sich folgendes Integral: 

1 b — 2cx T\ äx ort\ 

-p arc cos —=== = Ds , • o2) 

l/c l/&*+4ac Va + fta: — CÄ* 

Dieses Integral ist ebenso richtig und einfacher als jeneS; welches ge- 
wöhnlich in den Integraltafeln erscheint. 

Durch ganz analoge Operationen erhält man noch folgende Integrale: 

-r\ dx 1 & — 2CÄ oo\ 

2/5 , — = — = arc cos , , 33) 

y^a + 6a; — cäj« j/c ^5' — 4ac 

2^5 , = — = arc sm , • ö4) 

^a — 5ä — coj* ]/c }/&«+4ac 

V. Die Integration des Differentials -=== ist den im Abs. lU 

y± 2>a; + QX* 

und lY dargestellten Ableitungsweisen ganz analog, nur tritt an die Stelle 
von 6^ + ^^^ überall 6^, weil eben a = ist. 
Ist die Gleichung: 

«^^ =^ = dy 36) 



zu integrieren, so setze man (vgl. Abs. III): 

% = h + 2cx + 2yc^', ^'=:2c + ^, 37) 

yto 

p = 6 + 2ca;- 2|/c^; p' = 2c — 1^', 38) 
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7tQ = h\ 39) 

7t Q — nQ = - \ yc;i{n Q — ng) = 2]/c6*, 40) 

und es ergiebt sich, wenn man in der Gl. 36 das Differential links im 
Zähler und Nenner mit Rücksicht auf die Gl. 39 multipliziert und so- 
dann (Gl. 40) Variable und Konstanten einführt: 



ngYm 

oder 



2ycb^dy 41) 



n^_^x_2Vcdy. 42) 
Verfahrt man endlich wie in den 61. 9, 10, 24, so ist: 

1 TT 1 1 b A- 2cx + 21/0(0 T^ dx jo\ 

- log - = — = log — T ^ - ^ , /- = = ^^ :7 i — i 5 • *3) 



Durch ganz ähnliche Operationen erhält man auch das Integral: 

7-. äx dx 1 . b — 2cx — 2VcäJ 1 , g j-^ 

DS — - = -— = = locr 1-^ = -:: log ^ . 44) 

V—bx + cx* Vco 21/0 °6 — 2cä + 2)/cw 2>/c ^ 



VI. Ist endlich die Gleichung: 

dx 



ybx — ex* 



= dy 45) 



zu integrieren, so ist die im Abs. V dargestellte Methode unanwendbar, 
weil dann gtQ = h^ -{- Sc^x^ wäre, folglich die in den Gl. 41 und 42 ent- 
haltenen Operationen nicht vollzogen werden können. Um wie in den 
früheren Fällen das Ereisbogenintegral zu erhalten, setze man: 

2Ycdx 
dx ^Vcdx b 1 Ar*\ 

, -. == — == — , = dy . 46) 

Ybx — ex* Yb* — b^ + ^bcx -- U'x* t/ /b-2cxY ^ 



|/l _ (^.^) 



Multipliziert man die beiden letzteren Ausdrücke mit |/c, so ist: 

2cdx ^b — 2cx 

~T~ ^ 1 

Ds , I = = D5 - 



y, _ (t^)' y, _ (»^)" 



= arccos — ^ — =2)s)/cdy. 47) 



Befreit man sodann dy von der Konstante, so ist: 



1 b — 2cx -^ dx jox 

-= arc cos = Ds — == • 48) 

Yc b Y^x — cx'' 
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Schliesslich mag noch bemerkt werden, dass in allen vorstehenden 
Rechnungen (Abs. I — VI) wie überhaupt in der vorliegenden Abhand- 
lung vorausgesetzt wurde, dass a, b, c immer positive Grössen sind (vgl. 
oben S. 12). 

VII. In vielen Integraltafeln erscheinen die in den Gl. 10, 24, 43 
enthaltenen Integrale in einer einfacheren Gestalt, nämlich: 

Ds ,-g— = -^ log (l/feS + V^r+W) , 49) 

Ds ^"^ = ^ c= A, log(6 + 2cx + 2|/^), 50) 

Ds ^"^ = 4^ = -L log(6 + 2cx + 2ycS) . 51) 

yhx + cx' y» ^/? /^^^ ' ^ r / j 

In der That ist bei diesen Integralen (Gl. 49—51): 

^ ^ ^^8 7 == ^i"7= ^^S ^ 52) 

2 l/c ^ yc 

oder 

«^ + L|^ = (;,'9 + „p') dx = Q. 53) 

Einige leichte Operationen zeigen, dass bei den Integralen in den 
Gl. 10, 24, 43 wirklich die Bedingungsgleichung tiq -{- ^q =0 statt- 
findet, so dass dieselben mit Rücksicht auf die Relation 52 den Inte- 
gralen in den Gl. 49 — 51 gleichgesetzt werden können, unter derselben 
Voraussetzung {n'g -{- %q = G) gilt auch die weitere Relation: 



§. 33. 
Integration von — — und 



X 



y± a±hx'' X y± a±hx'' ± cx^"" 



I. Während die Integration der Differentiale 



dx 1 dx 

und 



y±a±hx'' y±a±hx''±cx^'' 

bisher nur in dem Falle gelungen ist, wenn x in dem irrationalen Aus- 
druck höchstens in zweiter Potenz erscheint (§. 32 Abs. I — IV), lassen 
sich die in der Überschrift bezeichneten Differentiale in dieser allgemeinen 
Form integrieren. Zur Integration der Gleichung: 

CLX CvX t ^ \ 

= -T7= = ^y 1) 



xYa + bx" «V«» 
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setze man: 

a = Vo) + ya; « = -—7=- , 2) 

p = |/c — ]/a; (>'=--^- — , 3) 

2]/a) 

jTp = 6a^, 4) 

Multipliziert maO; ähnlich wie in zahlreichen früheren Fällen das links- 
seitige Differential der 61. 1 im Zähler und Nenner, mit Rücksicht anf 
die 61. 4; so ist: 

-7= = dy. 6) 

Führt man sodann mit Bücksicht auf die 61. 5 Variable und Eon- 
stanten ein, so ergiebt sich: 

— ^ -^ = - Yahndy 7) 

ngx ya 

oder 

g'dx n dx t/~ j o\ 

= yandy. 8) 

Verfährt man mit dieser 61eichuDg in der bekannten Weise, so ist: 



-p- log ^~~ ^ ^-=Ds — . 9) 

yan Ya + bx'' + ya xYa + bx"* 

Durch ganz analoge Rechnungen erhält man das Integral: 

Ds —^— ^ ^ = -^log^^^^ 10) 

Ya — bx"" ^V<^ y«** yä + Ya Van ^^ 



X 

IL Ist die 61eichung: 



dx dx 7 4^v 

= -77= = ^y 11) 



xV- a + bx"" ^V<» 

zu integrieren, so sind die Operationen in der 61. 6 — 8 wegen ütQ = — 2a-\'hx^ 
undurchführbar und deshalb nur die Integration durch Kreisbogen möglich. 
Zu diesem Zweck schreibt man die 61. 11 folgendermassen: 

yänbx''''^dx 

b^^ 2-^ 1^^ 

welche Umgestaltung, wie einige leichte Reduktionen beweisen, ohne 
Veränderung des Wesens der ^61eichung vorgenommen werden kann. 
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Nun ist aber: 

— __ — == dyco , 13) 

2 ycD 
,^ - a[l + (V^^M)'] 14) 

folglich wenn man die Werte aus den Gl. 13 und 14 in die Gl. 12 
substituiert: 

Ds ^. = (§. 22 Gl. 63) arctan ^ = Ds ^^^ • 15) 

Befreit man schliesslich dy von den Konstanten, so ergiebt sich: 



4- arctan l^Il^±i^ « Ds , ^" - • 16) 



IIL Ist die Gleichung: 



zu integrieren^ so setze man: 



dx ^^^dy. 17) 



Ä = 2a + 6a;« + 2]/ac} ; jr' = w6ic»-^ + ^^- 18) 

ym 
yäca' 



9 = 2a + 6rc» — 2/ao; (>' = M6a;«-i — ^ . 19) 

3r^ = — ^a;2«. 20) 

^()-;rp =-?^--^^ ; ^ ,,_, = 2]/a^n. 21) 

Multipliziert man nun das linksseitige Differential der Gl. 17 mit Bück- 
sicht auf die Gl. 20^ so ist: 

Jx^^dx j c%c%\ 
— dy, 22) 

nqxyoi 

Führt man sodann mit Rücksicht auf die Gl. 21 Variable und Konstanten 
ein, so ergiebt sich: 

T/ü(«'(, - ^.-Ux^Ux _ _ 2y^^„dy 23) 

nqx yoü 
oder 

i^-'L^^2Y'andy. 24) 
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Verßlhrt man in der bekannten Weise, so ist: 

1 , D 1 , 2a + hx^ — 21/05 y^ dx ^-v 
-_- locr ^ = — -=r- log -^ ^-r=T= = Ds ,— — • 25) 

2l/5n °^ 2 Van ^ 2a + bx"" + 2yac5 xVa + bx"" + cx^"" 

Auf ähnliche Weise erhält man die Integrale: 
r^ dx dx 1 . 2a — bx^ — 2yaä 1 , ö rt/»\ 

Ds = = ^ = -—=^ log "—= = --::^l0g^, 26) 

ajya — 5aj«+CÄ^'» a;)/«) 2}/a« 2 a— 6S'* + 2j/acö 2|/an « 
-r. dx dx 1 . 2a + ftä;'* — 2l/aÄö l , ö ^„. 

JS , - ^ == — pz = -— :^l0g -== = — -=r-l0g-=:, 27) 

x'^a + bx^'—cx^'' ^V^ ^Va^ 2a + 5^'* + 2ya^ 2Va« °^ . 
xx dx dx l . 2a — &^"— 2l/fliS 1 1 Q rto\ 

2?g , = —7= = -^=r- log ^^^ = — 7=r- log^ • 28) 

ir"|/a— fta;** — cic*** ^KO' 2l/an 2a — 5ä^+2ya^ 2yan ^ 

IV. Ist die Gleichung: 

dx 1 

= dy 29) 



xV- a + 6a;" + cä^" 

zu integrieren, so ist die im Abs. III entwickelte Methode wegen 
nQ = Sa^ — jdx^^ unanwendbar, folglich auch hier nur die Integration 
durch Kreisbogen möglich. Zu diesem Zweck schreibt man die 61. 29 in 
folgender Weise, was, wie einige leichte Reduktionen beweisen, ohne 
Änderung ihres Wesens möglich ist (<y = 6* + 4ac): 

naci?^~'^dx 



Nun ist aber: 



4aa> 



"^ randy. 30) 



nax^'^^^dx , — 20 + 6^" _^, 

iT^— = d ;;= — > 31) 



ax 

4^ 



^_ /_^2a+^«y 

Substituiert man die Werte aus den Gl. 31 und 32 in die Gl. 30, so ist 

^— 2a + bx"" 
d -= 

Ds ; !-— r^ = arctan — — ^^_ ^ =Dsyandy . 33) 

/— 2aJil^y 2ya« ^ ^ ^ 

\ 2V'äcö / 

Befreit man endlich dy von den Eonstanten, so ergiebt sich folgendes 
Integral: 

— =r- arctan ~ ^'r_^ ^^ j)^ — . • 34) 

Yan 2yaco xy^ a + bx"" + cx^*" 
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Auf ganz analoge Weise erhält man noch die Integrale: 

Ds — ■ = JJS — — = — =r- arctan -;==^ — , 35) 

T\ . dx -r. dx 1 , — 2a 4- bx^ «/»x 
Ds — ■ = Ds — — = -^z- arctan ;= 36) 

xy— a+hx''— cx^"" ^y^ Van 2Vaa) 



V. Ist die Gleichung: 



xybx'^+cx^'' ajj/cD 

zu integrieren, so setze man: 



dx dx ^ 

-^::^-^y- 37) 



XCQ — 2WQ) , ^Qv 

— == ■— no 38) 



x"" 



und führe dann mit Rücksicht auf diese Relation in die Gl. 37 Variable 
und Eonstanten ein^ also: 

(o dx 2nytodx , , „^^ 

— — -j-,— = — nody, 39) 

Dividiert man die vorstehende Gleichung durch 2 und bildet schliesslich 
aus den beiden Differentialen links die Differentialsumme, indem man 
gleichzeitig dy von den Konstanten befreit, so ist: 

2 n y^ \(Q dx ndscX ^ dx .^. 

r Ds -^ — = Ds — , • 40) 

nb a;'^ L 2q) x J x'^bx^'+cx^'' 

Ebenso ist: 

T, dx -r. dx 2l/cö j-^ 

Ds — -^ = = Ds -—= = -^- , 41) 

aj]/— bx"" + cx^"" ^y^ nftaj" 



dx yv dx 21/(39 



Ds , '^^ -^=Ds-^ = ~^^» 42) 

xYbx'' — cx^"" ^y^ n&a;** 

VI. Aus den vorstehenden Formeln ergeben sich folgende in dem 
weiteren Verlauf dieser Abhandlung benutzte Integrale, welche übrigens 
nach den im Abs. I — V dargestellten Methoden auch unmittelbar aus den 
betreffenden Differentialen abgeleitet werden können: 



Ds -ß^-. = (Gl. 9) -1 log y^H^irlß 43) 

xya + bx ^ ^ ya ^ ya + bx +ya' ^ 



Ds —J^= = (Gl. 16) 4. arctan ^ZlAlt^ , 44) 

xy— a + bx ^ '^ ya yä ^ 

Tk dx T\ dx 1 , l/cö — Va .K\ 

Ds — , == Ds — --^ = --= log ^ ~=, 45) 

xVa+bx* xyco 21/a ^ Vcö +ya ^ 
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Ds — = = Ds — -= = -7^ arctan ^ , 46) 

xy — o + &a;* xym ya ya 

y^ dx -p. dx 1, Yä — Ya .„. 

Ds — ; = Ds — -= =» — ;= log ^ ^ , 47) 

xYa+hx^ xYm sYa Y^^ +V^ 

Ds — ^ = Ds — ;= = — ;= arctan ^, 48) 

xY—a + bx^ xYm sYä ya' ^ 

Z)s ^ ^^ _ ^Z),-^ = (G1.25)-i^log^+-^ ^"-^^g , 49) 

xYa + 'bx + ex* xYoy ^ 2Ya °2a + hx + 2yam 

Ds , ^^ -. :.^ = Z?s^ = (GL34)-larctan ^'^ + ^^ , 50) 

Ds , =Z?g-^ = — -=log ^ ^, 51) 

2)5 — , = Ds — -= = — ;= arctan p= — , 52) 

ajy— a + 6rc* + Cic* xyco 2ya 2yaä 

2)5 ^'^ =2)5-^ = (Gl. 40) — ?^ 53) 

xYbx + cx* xY^ ^ ^ 6a; ^ 

u. 8. w. 



§. 34. 
Integration von — ; — und 



Ya + bx"" + ca;^" Ya + 6a?" + ca;^" 

I. Ist die Gleichung: 

x^~^dx x^'~^dx 7 ^s 

zu integrieren, so geht man in ähnlicher Weise vor wie im §. 32 
Gl. 16—27 und man setzt demgemäss: 

;r = 6 + 2cÄ;»+2]/cö; 3r'= 2wcä;»-i + ^, 2) 

yoD 

e = 6 + 2ca;"— 2Vc^; p'= 2nca;"-i — ^, 3) 

y(ö 

ycQ = i^ — Aac = d = — ^, 4) 

, _, 2YcJnx'^-^ Yöaing -- ng') c^-^Ta cn 

^(> — ^(> = ~~Y^ 5 \^n-i = —'iyc^n, 5) 

Multipliziert man das linksseitige Differential der Gl. 1 im Zähler und 
Nenner mit Rücksicht auf die Gl. 4, so ist: 

Ax^'-^dx , ^. 
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Führt man nunmehr mit Bücksicht auf die 61. 5 Variable und Eon- 
stanten ein, so ergiebt sich: 

oder 

»if _ L|^ = 2y-cndy. 8) 

Verfährt man rait dieser Gleichung in der bekannten Weise, so ist: 

— ■:=- log ~ == — -=- log — ■ ' — -z= = JJs , • 9) 

2ycn °^ 2>^n ° 6 + 2cS" - 2>/c« Va + hx"" + cx^"" 



IL Ist die Gleichung: 

x'^'-^dx 



= ^dy 10) 



zu integrieren, so ist die im Abs. I angewendete Methode unanwendbar, 
weil dann jtg, wie in mehreren früher behandelten Fällen, einen un- 
reduzierbaren Wert annimmt. Man muss deshalb auch in diesem Falle 
ähnlich wie im §. 32 Gl. 28 — 32 vorgehen. Man schreibt zu diesem 
Zweck die vorstehende Gleichung folgendermassen (<y = &^ + 4ac): 

^ Ycx '' '~'^dx 

= dy, 11) 



Multipliziert man die beiden letzten Glieder der vorstehenden Gleichung 
mit w^c, so ist: 

^cnx'^~'^dx b — 2cx^ 



]/• - (ST)" ]/■ - (^)' 



x;»l 



= arc cos - = Ds nVcdy 12) 

und wenn man dy von den Konstanten befreit, 

1 6 — 20^" ~r\ x'^'^^dx iQv 



nVc l/&« + 4ac Va + bx'' - cx^'' 

Es ist leicht ersichtlich, dass die Integrale in der Gl. 9 und 13 mit 
jenen in §. 32 Gl. 24, 32 im Wesentlichen übereinstimmen, wie denn 
auch die ersteren aus den letzteren durch die Substitution ^ =^ x'^ ge- 
funden werden können. Man kann deshalb die verschiedenen Zeichen- 

Bergbohm, Integralreclmung. 7 
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kombinationen der in dem §. 32 61. 25 — 27, 33, 34 ermittelten Integrale 
mit den erforderlichen Abänderungen auch auf unser Integral anwenden. 
III. Ist die Gleichung: 

-p = j- = äy 14) 

(a + 6x» + ca?''y oT 

zu integrieren, in welcher im Gegensatz zu GL 1 j} und r beliebige ganze 
positive Zahlen bedeuten, so setzt man: 

A = 6 + 2ca;», 15) 

A' = 2nca;«-S 16) 

2A'ci- A(D' = n^a:— ^; !£!!!_=_^ = n^ 17) 

X 

und führt mit Bücksicht auf die Gl. 17 in die Gl. 14 Variable und 
Eonstanten ein, also: 

-j— — = n^dy . 18) 






Ein Blick auf die vorstehende Gleichung genügt, um zu zeigen, dass 
sie die yariablen Bestandteile in der zur Bildung der Differentialsumme 
erforderlichen Form bereits enthält (s. unten Gl. 23 und 24). Um nun auch 
die beiden Differentiale links mit den zu diesem Zweck notwendigen Kon- 
stanten auszustatten, multipliziert man zunächst die Gleichung mit dem 
Exponenten des Nenners des ersten Differentials, also: 

2(p — r)7Ldx (p — r)Xadx (p — r)nddy 



^-1 ^ 

r r 

r 0) r CO 



19) 



Durch diese Operation hat das zweite Differential links die zur Bildung 
der Differentialsumme notwendige Form erlangt. Damit auch das erste 

Differential hierzu brauchbar werde, muss es die Form annehmen. 

cd'* 

Zu diesem Zweck dient die Methode der ausgleichenden Hilfs- 
differentiale oder der Teilung der Differentiale, von welcher 
schon in dem ersten Hefte dieser Abhandlung (§, 17 GL 6, §. 18 Gl. 7 
u, 8 u. s. f ) öfter Gebrauch gemacht wurde. Bezeichnet man nämlich der 
Kürze wegen jene variablen und konstanten Bestandteile des umzugestal- 
tenden Differentials, welche durch die Veränderung nicht berührt werden, 

.„.(,...«.,.„ x.,^. .— _».., 

dagegen mit d^^ so ist: 



r 
CO 
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■7^ I Ji- 2{p — r)dz 



dl3 = 



X'dxl 



^-1 



OD 



20) 



— J V 



. . 21) 

Substituiert man nun den Wert für das erste Differential der Gl. 19 
aus der 61. 22^ so ist: 

X'dx {p'—r)lci)'dx , (2p — 3r)X'dx (p — r)nddy 

n l p M 



CO 



£-1 

r 



ro) 



P 
r 



£-1 



23) 



rat 



Bildet man nun aas den beiden ersten Differentialen die Differentialsumme, 
indem man — — extrahiert und befreit man sodann dy von den Konstanten, 



£-1 



00 



SO ergiebt sich folgende Integrationsformel (vgl. unten §. 43 Abs. I): 

r j. X rx'dx {p — r)(xidx '\ , 2c(2j) — 3r) ^^ x^~~'^dx 

(p — r)nJ :^ — i"- ^ roo J ' (p — 



r)J 



£-1 



00 



= Bs 



x 



n—l 



CO 



dx 



24) 



IV. Ist die Gleichung: 

x'^dx 



(a + &a;"+ca;^'*X 



X^dX ^ 

p r = "^y 



25) 



CO 



zu integrieren (vgl. §. 43 Abs. V und VII), so setzt man: 
2wo — ww' = 2fira + nix^ ; a?" 



2woo — ajoo' — 2na 



nh 



26) 



folglich, wenn man diesen letzteren Wert in die Gl. 25 substituiert, so ist: 

2ndx xmdx 2nadx 



m 



^-1 

r 



00 



P 
r 



00 



p 

r 



nhdy. 



27) 



Man multipliziert nun, um das zweite Differential mit den erforderlichen 
Konstanten auszustatten, ebenso wie sub III mit dem Exponeuten des 
Neuners des ersten Differentials, also: 

2n(p — r)dx {p — r)x(o dx 2n(p — r)adx {p — r)nhdy 



^-1 



p 



p 



28) 



r (ö r 00 r 00' 

Um nun auch dem ersten Differential die zur Bildung der Differential- 
summe erforderlichen Konstanten zu verschaffen, wendet man wieder wie 
oben die Methode der ausgleichenden Hilfsdifferentiale an, also: 
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d^ + ds = '^^-p ;'•>''" ; 



dz 



dx 



^-1 



£0 



d% 



{2np — 2nr — r)d£f 



+ 



(2n|) — 2«r — r)dz 2w(p — r)d« 



29) 
30) 



Substituiert man für das erste Differential der Gl. 28 den Wert aus der 
GL 31, so ist: 

dx {p — r)xmdx^,{^np — 2nr — r)dx 2w(p — r)adx (p — r)nhdy 



^-1 



p 

.r 



+ 



*-i 



r 



32) 



00 rm rca reo 

Bildet man endlich aus den beiden ersten Differentialen durch Extraction 



von 



X 



^-1 



die Differentialsumme und befreit sodann dy von den Kon- 



CO 



stauten, so ergiebt sich: 

r -r. X \ax iv — T)(Xi dxl ^^'^np — ^nr — r^ dx ^^ Tk ^^ 

J "■ (p — rjnb p_i b p_ 

x^dx 



{p — r)nb 



j. x fdx {p — r)a) dx' 



^ — i^ ^ 



reo 



CO 



cö'' 



CO 



==Ds 



P_ 



33) 



Setzt man in der vorstehenden Formel 2) = 1, r = 2, so ist: 



\ — f- 7^ DsYGidx — -j- Ds—= =^Ds 



x^dx 



+ ^„rwv.^ _ _ _ 



34) 



V. Aus den sub I — IV entwickelten Formeln ergeben sich folgende, 
im weiteren Verlauf dieser Abhandlung öfter benützte Integrale, die 
übrigens auch leicht unmittelbar aus den Differentialen abgeleitet werden 
können: 

xdx -pw xdx /^, ^v 1 , & + 2c^^+ 21/0^ ox^ 

= = BS-—=- = (61. 9) 7= loff — ' — -prrz, 35) 



Ds 



Ds 



Ya + hx* + cx^ 
xdx 



- = 2)s — 7=- = (GL 13) — -z^ arc cos 



b'-2cx^ 



Ds 



Ds 



Va + fta;'^ — CÄ* |/co ^ " ^ 2yc >/5* + 4ac' 



36) 



V(a+&a?^+caj*) 



^ = Ds -^ = (GL 24 und §. 47 Abs. X1V) "^^1" « 37) 






= = Ds^ = (Gl. 33, 34) = - ^ + 



38) 
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§. 35. 
Vermisohte irrationale Integrale. 

I. An die in den §. 31 — 34 gegebenen Entwicklungen möge sich noch 
die Ableitung einiger Integrale anschliessend die teils von vornherein 
irrational sind, teils sich auf solche zurückfuhren lassen. 

Ist die Gleichung: 

dx dx 



yx{a + hx) Vx(a* + ß^x) 



= dy 1) 



zu integrieren, so dividiert man Zähler und Nenner mit a^ und multi- 
pliziert dann die Gleichung auf beiden Seiten mit -^ iind es ergiebt sich: 



ßdx^ ßYx 



Bs ":;^%, =Z). V.-S2 = arctan £l^==Z)s?^. 2) 



1 + 



m ■ -^ (T) 



Befreit man dy von den Konstanten, so ist: 



—5 arctan ^^ = -= arctan 1/— = Ds — = — = Ds — = — 3) 

IL Ist die Gleichung: 

dx dx 1 A\ 

—- = —^ = dy 4) 

ZU integrieren, so setze man: 

7t = a + ßyx, 5) 

Q = a — ßyx, 6) 

TtQ = a^ — ß^x = (o, 7) 

y,- = 2ß 8) 

und führe dann mit Bücksicht auf die Gl. 8 Variable und Eonstanten 
ein, also: 

(n — Q)dx dx dx naj fW 

^ — = = 2pay. 9) 

XTtQ XQ xn ^ ^ ^ 

Nun ist aber: 
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dx 



Ds^-^^Ds . ^"^ ^=Ds -. ^^ ..=Ds-^''^^^ 



= ilog— 1^, 10*) 

«^ a — ßyx 

2),-.^=2)5-— 4^^-(§.2lG1.10)-^log— ^. 11) 

xn x{a+ßyx) ^^ ^ a ^a + ßYx ^ 

Substituiert man die Werte der Differentialsummen aus den Gl. 10 und 11 
in die 61. 9 und befreit dann dy von den Eonstanten, so ist: 

JLiog?Hh|)J Llog ^^1^ = 2)5-^-^^ Ds^^ 13) 

aß ^a — ßyx Yab ^ya—Ybx yx(a*- ß^x) Vxia-^bx) ' 

Ebenso ist: 

T\ dx r\ äx 1 , Vhx — "l/a 
Ds -7= = 2)5-= == -7= log ^^-zz^ ^ = 

yx{—a + hx) yx{—a^-\'ß^x) Vah ^ybx + Ya 

«= --5 log ^^^7"^ 13) 

«P ^ßYx + a ' 



III. Zur Integration der Gleichung: 

dx dx dx 



dy 14) 



yx{a + 6.T*) yx{a^ + (3*aj') >/a;co 
setze man (vgl. §. 15 Gl. 4—7): 

Ä = «2 +y2aßyx + ß^x, 15) 

p = «2 _ y2aßyx + /J^a;, 16) 

^p = «4 + /j^x« = a + 6ä;« = (ö , 17) 

^^ = 2V2aß 18) 

und führe sodann in die Gl. 14 mit Rücksicht auf die Gl. 18 Variable 
und Eonstanten ein, also: 

('-^)äx ^dx_dx^^y^^ 19) 

XTIQ XQ xn r r i^ j 

Nun ist aber zufolge §. 21 Gl. 24. 20: 

dx 



1 , X , yifl T^ dy« „„. 

= vilog^ + -'^-D«-^. 20) 



a* *-* 9 a p 



*) Dieses Integral ist im §.21 nicht abgeleitet worden, es kann aber sehr leicht 
mit der daselbst dargestellten Methode gefunden werden. 
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Ds-^^-±]ogl + y^Ds^- 21) 

Substituiert man die Differentialsummen aus den Gl. 20 und 21 in die 
Gl. 19^ so ergiebt sich nach einigen Reductionen: 

>g^-^^^[Ds'-^ + Ds'-^^ 2V2aßäy. 22) 

Substituiert man endlich den Wert für die eingeklammerten DiflFerential-» 
summen aus §.12 Gl. 24 und befreit dann dy von den Konstanten, 
so ist: 

_ Bs -.^ 23) 

yx(a + bx^) 

Setzt man in dem vorstehenden Integral -? = % und ersetzt mittelst der 

geeigneten Operationen a und ß überall durch Je, so erlangt dasselbe 
seine übliche Gestalt. 

IV. Zur Integration der Gleichung: 

dx dx dx 7 c\Ä\ 

;=- = dy 24) 



setze man: 



yx(a — bx*) \^x{a* — ß*x*) yxm 

Tt^^a^+ß^x, 25) 

Q ^a^-^ ß^x, 26) 

7CQ = a^ — ß^x^ = a — bx^ = o , 27) 

7c + Q = 2a^ 28) 

und es ergiebt sich^ wenn man in die Gl. 24 Variable und Konstanten 
einführt (Gl. 28): 

(j^±g)dx ^dx^j^dx^^ 2aHy. 29) 
yxnq y^CQ yxn 

Nun ist aber zufolge Gl. 12 und 3: 

Ds^ = Bs , ^^ ■ =i-log^-lg, 30) 

yxQ yx{a*—ß*x) «P ^cc-^ßyx' ^ 

Bs 4?- =2)8-.-^^ = \ arctan^ 31) 

yxn yxia^-^'ß-'x) ccß oi ^ 

und wenn man die vorstehenden Differentialsummen in die Gl. 29 
substituiert und dann dy von den Konstanten befreit^ so ergiebt sich: 



^.N^S+^"«'"^] 
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dx 



Ds-^ 



pyx « Vx(a* — ß*X*) 

^Ds-^J^ 32) 

Ebenso ist: 

1 [log §>;4^ _ 2 arctan ^1 = Ds -^—^ SS) 

V. Bei der Integration von: 

<^« = 4^ = rfy 34) 



■)/aj(a + &^ + ca;*) l/ajo 
ist zu unterscheiden, ob 6^ ^ Aac ist. 

Ist 6* > 4ac, folglich "/^ eine reelle Grösse, so benützt man die- 
selben Abkürzungen wie im §. 10 Gl. 1 — 8 und es ergiebt sich, wenn 
man mit Rücksicht auf §. 10 Gl. 7 Variable und Konstanten einführt: 

dx dx V^dy q^. 

|/i(ö — yd + 2ca;) y^x{h + y~S + ^cx)~ 2c 

oder, wenn man 6 + )/d = -4, 6 — }/d = Ä setzt und dann die Inte- 
gration nach Abs. I vornimmt: 

21/2C r 1 , -i/äcS 1 , -|/2c^"l j. dx rtß. 

V -:= arctan 1/ — p j arctan 1/ —7- = j^s — = 6b) 

Y^ lV^' ^ ^ ^ y ^A yx{a + hx-\-cx'') ^ 

Ist dagegen h^ = 4ac, also j/d = 0, so kann die Gl. 34 (vgl. §. 10 
Gl. 5, 6, 18, 19), auch so geschrieben werden: 

Bs -'^^^ =8oi)5, ^_— = (§. 16 Gl. 20) ^^_-, + 

l/a;(& + 2caj)« [& + 2c(y:r)2]^ ^^ ^ 2>(ö + 2ca;) ^ 

, 4c 7^ ^y^ 4cy^ I 2c 7^ dx ^ da? ofif\ 

' & & + 2ca; 5(5 + 2caj) h ya:(ö + 2ca;) Vx{a + bx+cx^) ^ 

Ist endlich 6^<4ac, also ]/d' imaginär, so schreibt man die Gl. 34, 
indem man die im §. 13 Gl. 19 — 25 enthaltenen Abkürzungen benützt, 
folgendermassen: 



Ds _^ ^ 2 Ds ^^^ 



~M 



yx{a + bx + cx^) a + b{Vxf + ciyx) 

= (§. 13 Gl. 32) —r= log V ,- ^ V- + -p==^ arctan ^ — ;^:rr-^ • 38) 

^ ^2yax ^ya — yxx + ycx ' ya% y%x ' 

VI. Zur Integration der Gleichung: 

^^ =^=.dy 39) 

yx{a — hx-^-cx^) yx(o 

sind ganz ähnliche Methoden wie sub V anzuwenden. 
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Ist nämlich h^ > 4ac, so verwandelt sich die vorstehende Gleichung 
mit Rücksicht auf §. 10 Gl. 21 — 29 in folgenden Ausdruck: 

dx dx V^dy aq\ 

yx{b — yd — 2cx) {^x{b + Vd — 2cx) ~ 2c 

und wenn man wieder -4 = & + "j/d^ Ä' = h — Yä gleich setzt und 
dann nach Abs. II integriert, so erhält man das Integral: 

i^r-4.iog ^g+^! i--^iog ^+^ -^i =D.9 ^^ 41) 

yö IVA' ^yA' — y^cöc yA ^yj — y^cx-i yxia—bx+cx^ ^ 

Ist dagegen 6* = 4ac, folglich Yd = 0, so ergiebt sich nach ganz 
ähnlichen Rechnungen wie sub V: 

4cl/ic . 2c -r, dx T\ dx jrt\ 



b(b — 2cx) h yx{h — 2cx) yx{a—bx + cx^) 

Ist endlich 6* < 4ac, also Yd imaginär, so ergiebt sich, wenn man die 
im §. 13 Abs. V enthaltenen Abkürzungen und die dort abgeleitete 
Gleichung 38 benützt: 

1 , ya-^-Ynx+ycx , 1 . ycx — ya ^^ dx Ao\ 

- -^ log ^-r-^ --—---=- + -= arctan - — ; — — = Bs -= 43) 

2VaH ^ya—]/7ix+ycx yaX yix yx{a^bx-\-cx^) 



VII. Ist die Gleichung: 

dx dx 



dy 44) 



{f-{-9x)ya + bx {f+gx)yt^ 
zu integrieren, so setze man: 

P = f+9X', x = ?^, 45) 

Ä== ag — bf, 46) 

und es verwandelt sich die Gl. 44, wenn man den Wert von x aus der 
Gl. 45 in Y^ substituiert, in die Relation 

—M= = -^ = y~gdy', [fl = ga^]. 47) 

pyA+ bp pysi »^^ ^' L i/ j j 

Ist ag > bf, also A positiv, so integriert man nach §. 33 Gl. 43 und es 
ergiebt sich: 

^ wM^J ^^--^^ ==D. ^^ ^ . 48) 

ygiag -bf) yg^ + yag-bf if+gx)y^+bx 

Ist ag = bf, also Ä = 0, so verwandelt sich die Gl. 47 in: 

^.-Vgdy 49) 

oder 



Vbpi 



= Ds ''^ • 50) 



Vbgif+g^) (f+gx)ya + bx 
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Ist endlich ag < hfy so ist, weil in dieser Schrift A^ B, n. s. w. überall 
als positiye Grössen Yoransgesetst werden: 

ag — hf= — A] bf — ag = A 51) 

und es verwandelt sich demgemäss die GL 47 in die Relation: 

^ ^f^, = Vgdy 52) 

oder wenn man nach §. 33 61. 44 integriert: 

■ ^ t^ arctan = Ds ; — ^^— . 53) 

Vgibf-ag) Vbf—ag {f+gx)Va + hx 



VIII. Ist die Gleichung: 

dx dx 



^ = dy 54) 



(/■+ gx)ya + hx^ (/•+ ^x)}/a, 

ZU integrieren; so setze man: 

V = f + 9X\ x=^^, 55) 

A = ag^+iP', B = 2bf] C = b 56) 

und es verwandelt sich die Gl. 54, wenn man in Yfo deu Wert von x 
aus der Gl. 55 substituiert, in folgenden Ausdruck: 

dp ^jE^^ay [Ä = ^2^]. 57) 

Integriert man nun nach §. 33 Gl. 26 , so ergiebt sich nach einigen Re- 
duktionen das Integral: 



^ lQQ, f^9-bfx — Viag^ + bP)(o ^j^^ dx gg> 

2yag' + br ^ag-^bfx + Viag' + bn'^ (f+gx)ya+bx*' 

Da in dieser Schrift überall vorausgesetzt wird, dass a, b, c, f, g positive 

Grössen sind, so ist in diesem Falle ]/X immer reell und es genügt 
deshalb dieses Integral. 

IX. Ist die Gleichunsr: 



dx dx 



= dy 59) 



{f+gx^)ya-\-bx ya+bxm 
zu integrieren, so setze man 

a-\-hx^p; x=^^, 60) 

A = a^g + ¥f; B = 2ag; C == g , 61) 

K= 2YJC+B = 2V(c^g + W)9 + 2ag (vgl. §.13 Gl. 20, 21), 62) 
L = 2yÄC -B'= 2y(c^g + bY)9 - 2ag 63) 



-»' - • • '1 !■ I 
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und es verwandelt sich die Gl. 59, wenn man den Wert von x aus der 
Gl. 60 in den Ausdruck f-^-gx^ substituiert, in folgende Relation: 

-= ^ ^-^ = ^5 [Sl^h'a,]. 64) 

yp{A — Bp + cp*) Yist ^ 

Dieses DifiFerential kann nach Abs. VI leicht integriert werden und zwar 
ist, da im vorliegenden Fall immer JB^ < 4-4(7 ist, die Integrationsformel 
der Gl. 43 zu benützen. Es ergiebt sich dann: 

6 i^^yi+m+vci^_b^^^^^^vcp-VÄ_ 



iyÄK ° y A — \'Kf -\- ycp val yLp 



==Z)s ^"^ 66) 



X. Ist die Gleichung: 



SO setze man, wenn hf>ag ist: 

T = m-ag), 67) 

n^fVw + xy~T; «' = ^+l/r, 68) 

2yo9 

g=fV^-xVx; g'=I^-yi, 69) 

7CQa= afif + gx^) = afp , 70) 

n'Q ~ 7tQ = ^^ ; V~^{%'q - ng) = 2afyx, 71) 

Multipliziert man nun das linksseitige Differential der Gl. 66 im Zähler 
und N^ner in Gemässheit der Gl. 70, so ist: 



afpdx 



^ = dy 72) 

und wenn man dann mit Rücksicht auf die Gl. 71 Variable und Kon- 
stanten einführt: 

afpy^{n'Q --_nQ')dx _ 2a/*]/rdy 73) 

pnQyoD 

oder 

^ _ L^f = 2 l^rdy . 74) 

Verfährt man nun mit dieser Gleichung in der bekannten Weise, so ist: 
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^^ log -?- = 1 log fVo + «'S' + Wmf- ag) 



21/t * 9 2y/(6/ — 03) /y'o + *s' — «Ka*/"— o?) 

= Z)s '^'"^ . 76) 

Ist hf<.ag, so wird die vorstehende Gleichung imaginär nnd man 
schreibt deshalb die 61. 66, um das Ereisbogenintegral zu gewinnen: 

afyxdx 

,,/Z ^ = Vrdy. 76) 

afit + 9^*) ^ ^ ^ 

Nun ist aber: 

und wenn man diesen Wert in die Gl. 76 substituiert: 

aYräx 

^-T2 = V^%- 78) 






Da endlich — r- = d— i:; ist, so kann man die vorstehende Gleichung auch 



CO 

so schreiben: 



d^f 



oder 



■Ds , v* V» = arctan ~^ = Z)s l/rt?« 79") 



i arctan 4^ = ^^= arctan ^>^f^-«g) = Bs ^^=. • 80) 



Vt /V« Vf{bf-ag) fVa + bx^ (f+gx^Ya+bx^ 

Ist endlich if == a^^, folglich ^ s= — , so nimmt die 61. 66, wenn 

iv 

man in derselben für g diesen Wert substituiert, folgende Gestalt an: 

-rx adx X x^ dx r^iv 







x/o 


f{a + bx^^ /"Vö 


i + bx^ 


- JL/O - ■ 

if+gx' 


')ya + bx'' 




XL 


Ist die Gleichung: 














dx 




dx 


— dy 




(f + gx)ya + bx 


+ cx'^ 


{f+gx)y^ 


zu 


integ: 


rieren, 


SO setzt man: 
-f+gx] X- 


p-f 

' 9 ' 







82) 



83) 
A = ag^ — hfg + cP\ B = bg — 2cf] C=c 84) 
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und es verwandelt sich die Gl. 82, wenn man den Wert von x aus der 
Gl. 83 in "|/cö (61. 82) substituiert, in folgenden Ausdruck: 

^^ ^^f^ = ^y; [^ = ^^0,]. 85) 



Ist ag^ + cp > hfg , folglich Ä positiv, so integriert man das vor- 
stehende Differential nach §. 33 Gl. 25 und es ergiebt sich das Integral: 



1 , 2A + Bp -^ 2yAß> ^ 1 , 2ag -bf+ Bx — ^VA 



CO 



21/-4 2A + Bp+2yAJi 2}/^ ^2ag-bf+Bx + 2yA 



CO 



= Ds -i^== . 86) 

{f + gx)ya + fta; + ca;* 

Ist ag'^ + cp =^ hfg , also ^ = 0, so nimmt die Gl. 85 folgende Ge- 
stalt an: 



pVBp + Cp^ pYä 

und es ergiebt sich, wenn man nach §. 33 Gl. 53 integriert: 

"^Vsi 2gy^ ^ j. dx ggv 

Bp (bg — 2cf)(f+gx) (f+gx)\/a + bx + cx^' ^ 

Ist endlich ag^ + cP < hgf, so ist, da Ä immer als eine positive Grösse 
vorausgesetzt wird: 

ag' ~ bgf+ cp = - -4; hgf^ ag^ ^ cp = Ä 89) 

und es nimmt die Gl. 85 demgemäss folgende Gestalt an: 



pV— a + Bp -{- Cp^ pYä 

Integriert man nun die vorstehende Gleichung nach §. 33 GL 50, so er- 
giebt sich folgendes Integral: 

1 . —2A + Bp 1 . 2ag — hf+ Bx 
-— arctan — — - = - - arctan — ;:=* = 

= Ds /^ — :■ 91) 

(/■+ gx)ya + öa; + c^* 

XII. Ich habe bei den vorstehenden Integrationen (Abs. I — XI) mit 
ivenigen Ausnahmen vorausgesetzt, dass die Zeichen der in den Differen- 
tialen erscheinenden Binome und Trinome durchgreifend positiv sind. 
Die hier entwickelten Methoden machen es jedoch leicht, auch alle 
Zeichenkombinationen jener Differentiale der Integration zu unterziehen, 
da die Ausdrücke, auf welche diese letzteren zurückgeführt werden 
können, im §. 33 in allen ihren Zeichenkombinationen integriert worden 
sind. Auch die Zeichenkombinationen der oben in den Abs. V und VI 
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gefundenen Integrale, welche zur Integration der im Abs. IX vor- 
kommenden Differentiale notwendig sind, können durch die daselbst 
(Abs. V und VI) entwickelten Methoden in Verbindung mit §. 10 — 12 
dieser Abhandlung ohne Schwierigkeit gefunden werden. 

Ebenso ist leicht ersichtlich^ dass die oben entwickelten Methoden 
es ermöglichen, auch zahlreiche andere Differentiale mit höheren Potenzen 
von X z. B. 

dx dx dx 

. , 'pz, I U> S. W. 

yx{a -\- bx^) yx{a + bx* + ex*) {f — gx^)ya + öx + ex* 

der Integration zu unterziehen. Die Darlegung dieser ziemlich weit- 
laufigen Rechnungen würde jedoch an diesem Ort zu weit führen. 

XIIL Zur Integration der Gleichung: 

dx dx d^inx dp 



a + b^inx p pYl-^sin^'x p|/6* — a* + 2ap — p» 



92) 



setze man A^=b^ — a^, B = 2a, C = 1 und es ergiebt sich zufolge der 
Integrationsformel in §. 33 Gl. 27 nach einigen Reduktionen {£l=^b^cosx^): 

pVÄ + Bp-Cp' pVsi 2yA ^2A + Bp + 2Va^ 



1 , b + aainx — cos xVb^—a* -r^ dx ^o\ 

= — , log — ■ \ = Ds — j-^-^ ^o) 

2y6«--a» ^fc + asinx-f cosäVö« — a« a-f&sma? 

Die vorstehende Formel wird für & < a imaginär und es ist deshalb 
die Integration durch Kreisbögen erforderlich. Zu diesem Zweck setze 
man, da A nach der allgemeinen in dieser Schrift gemachten Voraus- 
setzung immer eine positive Zahl ist: 

62 _ a^ = — ^; c?—h^^A 94) 

und es ergiebt sich statt der GL 93 folgender Ausdruck (§. 33 Gl. 36): 
Bs , ^^ =2?5-^ = -l.arctan -'^^ + ^^ = 

pv-A+Bp-cp' pVsi VA gyn 

1 , ö + asinä t\ ^^ ^tr^ 

— aretan —:=±=z = Ds , , . — • 9ö) 



j/a«_-&a }/a* — 6*co8ic a + b ainx 

Ist endlich im Differential in der Gl. 92 a = 6, so ist (jj = 1 + sin x): 

T^ dx l -n d sinx ^ t\ dp 

Ds—7T—, — : T=—DS — = —Ds 



a{l + Binx) a (1 + sina;)}/! — sin'^a; « pY^p — p^ 

= (§. 33 Gl. 42) - ,/_^'^ -, = Ds -r^— • 96) 

Es ist leicht ersichtlich^ dass man nach den soeben entwickelten Methoden 



— 97 — 

nicht nur alle Zeichenkombinationen des Differentials -. tt— : — , son- 

± a ± sm a? ' 

d cc doc 

dern auch die Differentiale -r- — -r-r: > -r — rr-i — u. s. w. leicht inte- 

X <* i: C08 x^ ±a^o t^x 

grieren kann. 



§. 36. 



p 



Integration von x^{a + hx'^y. 

Ich werde im Anschluss an die bisherigen Darstellungen der 

lutegralrechnung zuerst die Integrale des sg. binomischen Differentials 

p 
x^'^ia + hx^ydXy in welchem m, w, ^, r ganze positive Zahlen bedeuten, 

vermittelst der neuen Methoden ableiten, und dann dieselben auch rück- 
sichtlich der verschiedenen Kombinationen desselben (z. B. , 

(a + hx'^y 
u. s. w.) auf dem nämlichen Wege ermitteln. Zwar kann man 



p 

x^ia^hx'^y 

diese letzteres Integrale auch mittelbar in der Weise finden, dass man in 
dem binomischen Differential und in den entsprechenden Integralen m durch 
— w, p durch — p ersetzt; allein es ist gewiss ein wissenschaftliches 
Bedürfnis, dass alle diese praktisch so bedeutsamen Integrale einmal auf 
streng methodischem Wege aus den Differentialen selbst abgeleitet werden, 
damit man über die Notwendigkeit ihrer einzelnen Bestandteile eine 
klare Anschauung gewinnen kann. Auch gewährt die Ableitung der wich- 
tigsten binomischen und trinomischen Integrale einen Einblick in das 
Wesen der neuen Methoden, wie er sonst schwerlich zu erreichen ist. 
Überdies werden diese Ableitungen demjenigen, welcher sich mit dem 
neuen Integrationssystem vertraut machen will, bei der Auffindung der 
einzelnen Integrale als Muster gute Dienste leisten. 
I. Zur Integration der Gleichung: 

p p 

x^(a + hx'^ydx = x'^cfdx = dy 1) 

kann man zunächst die Methode der Hilfsdifferentiale und zwar in einer 
doppelten Weise gebrauchen. Man kann nämlich das zu integrierende 
Differential entweder als diö erste Funktion der Differentialsumme be- 
trachten, sie durch Multiplikation der Gleichung mit den erforderlichen 
Koeffizienten ausstatten und dann die zweite Funktion der Differential- 
summe als Hilfsdifferential hin?.ufügen. Oder man kann umgekehrt das 
Differential als die zweite Funktion der Differentialsumme behandeln und 
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die -erste durch Hinzufügung eines HilfsdiflFerentials beschaffen. Ich will 
zunächst die erste Methode anwenden (vgl. Abs. 11). 

Zu diesem Zweck muss man zuvörderst die Gl. 1 mit m + 1 multi- 
plizieren, also: 

p 
(m + l)x'^(o''dx = (m + l)dy. 2) 

Damit ist, wie sich sofort (61. 5 u. 6) ergeben wird, die erste Funktion** 
der Differentialsumme gebildet; um auch die zweite herzustellen, führe 
man Hilfsdifferentiale ein, nämlich 

\m'\-\)x^fxf dx-Y- = (m + l)ay. o) 

Nun ist aber: 

folglich auch: 

-—1 

{m+l)3f>ey-dx+^-- °'^. °"^'" -^.a^+«a)'- dx ^{m-\-l)dy. 5) 

Bildet man schliesslich aus den beiden ersten Differentialen der vor- 
stehenden Gleichung die Differentialsumme und befreit dann dy von den 
Konstanten, so ist: • 

w + 1 L X ' reo J (w + l)r 

f 

= Ds x'^{a + hx'^y'dx. 6) 

II. Behandelt man das zu integrierende Differential als die zweite 

Funktion der Differentialsumme, so muss man die Gl. 1 mit — — 

' r 

multiplizieren und dann als erste Funktion der Differentialsumme das 

Hilfsdifferential (m — w + l)x'^~^(o'^ dx hinzufügen, also: 

p 



r 



nh{p + r)dy 



7) 

r ^ 

Bildet man auch hier aus den beiden ersten Differentialen links mit Be- 
rücksichtigung der Belation: 

die Differentialsumme und befreit dann dy Von den Konstanten, so ist: 

^ 2)5 a^'^-n+ipjr +^ [ (^ -n + l) dx , {p+r)ay'dx l _ 

{p-i-f^nh L X ' reo J 

(m n-X'Dr —4-1 E 

— (p + r^nb ^^ «'"-"«''■ ä^ = Ds af'ia + bx'ydz. 8) 
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III. Die Gl. 1 kann ferner auch dadurch integriert werden, dass man 
in dieselbe mit Bücksicht auf die Relation: 

CO — bx"^ =.a -9) 

Variable und Konstanten einführt. Es ist dann: 

x'^a*' dx — hx^'^'^<o''dx =^ ady. 10) 

Die Variablen haben in dieser Gleichung, wie sich sofort ergeben 
wird, die zur Bildung der Differentialsumme erforderliche Form. Um 
nun auch den beiden Differentialen links die zu diesem Zweck erforder- 
lichen Konstanten zu verschaffen, kann man die Gleichung 10 entweder 
mit den für das erste Differential notwendigen Koeffizienten multiplizieren 
und dann das zweite Differential durch die Methode der ausgleichenden 
Hilfsdifferentiale mit den zur Bildung der Differentialsumme erforder- 
lichen Konstanten ausstatten oder umgekehrt. Wählt man zunächst 
(vgl. Abs. IV) den ersten Weg, so muss man die Gl. 10 mit w + 1 multi- 
plizieren, also: 

(m + l)x'^(o'' dx — (m + l)ix'^+''(o''dx = (m + 'i^)ady. 11) 

Dadurch hat das erste Differential die zur Bildung der Differentialsumme 
erforderliche Form erlangt. Um nun auch das zweite Differential der 
Gl. 11 mit den zu diesem Zweck notwendigen Koeffizienten auszustatten, 
muss es in den Ausdruck: 

p P 

umgestaltet werden, was durch ein ausgleichendes Hilfsdifferential leicht 
ermöglicht werden kann. Benutzt man dieselben Abkürzungen wie im 
§. 34 Abs. III und IV, so ist: 

(p + r)ndz ^ ^g _ _ (^ ^ ly^. [^^ _ 6a;"»+«ß)-"da;], 13) 

^fc ^ _ {fnr + np + nr + r)dz ^^. 

iP + r)ndz _ (mr + np + nr + r)dz _ _ (^ ^ ly^ 15) 

Substituiert man den Wert von — (^^4- l)de aus der Gl. 15 in die 

Gl. 11, so ist: 

p 

/ I i> m 7 + ^^ I (p + r)nhx"'-^''a>''dx 

-i' ^''+''^ + ''' + '^^ .x-+-Jdx = {m + l)ady 16) 

Bergbohm, lutegralrechntuig. 8 
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oder mit Rücksicht auf die Gl. 12: 



p 
p 



(m + l)«?"»©*- dx + ^ y 



p 



Bildet man endlich aus den beiden ersten Differentialen die Differential- 
summe und befreit dann dy von den Konstanten^ so ist: 

(w+l)a La;' reo J 

- (»>r + np + nr + r )b ^^ ^„+, J^^ _ ^^ ^^ ^^ ^ .^ jg 

IV. Wählt man den zweiten Weg (s. oben Abs. III) und will man 
zunächst das zweite Differential der Gl. 10 mit den zur Bildung der 
Differentialsumme notwendigen Konstanten ausstatten^ so multipliziert 

man die Gl. 10 mit — ^ , also: 

n(p + r)x^(o'' dx , {p + r)nhx"^~^^(o^ d x an{p-\'r)dy -gv 

r ' r ' r ' ^ 

Das zweite Differential hat nunmehr die zur Bildung der Differential- 
summe erforderliche Form. Dagegen muss das erste Differential, wie 
schon aus den Gl. 11, 16, 17 ersichtlich ist, durch ein ausgleichendes 

Hilfsdifferential auf die Form (m + 1)0^^0'' dx gebracht werden. Zu 

diesem Zweck setzt man ähnlich wie im Abs. III: 

p 
(m+l)d0 + di = - !L(^±r)^; [d0 = x^^to^'^'dx-], 20) 

^1 ^ {mr + np + nr-{-r)dz ^^. 

(^4,l)^^_(^^ + ^P + ^^ + ^)^^ n(p + r)dz^ 22) 

Substituiert man den Wert von — ^^P't"*') ^^^ ^^j. q.]^ 22 in die 

r 

Gl. 19, so ist: 

p 

t^ \ i\^m 7+^^ I {p-\-r)n'b3^'^^(o^ dx wr + wü + wr + r „ r+i, 
\W,'-\'\)X'^Gf dX'\--^—^ — ^ ^ ' ^^^'QÖ^Gf dx^ 



{p + T)andy 



r 



23) 



Bildet man nunmehr die Differentialsumme (s. Gl. 4 u. 12) und befreit 
man dann dy von den Konstanten, so ist: 



■""■'■■■i 
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p 



{p-\-r)an 



La? ' roB J ' 



mr + ni> + nr + r 71« ^«.^7 + ^ 



+ ^ jl^^ ^^^ Ds a:"»©^ rfa; = 2)5 a;^(a + fta;«)'' da;. 24) 

y. Die Integration des binomischen Differentials kann auch dadurch 

bewirkt werden ^ dass man das zu integrierende Differential selbst als 

Hilfsdifferential benutzt. Man multipliziert zu diesem Zweck die GL 1 

(vgl. Abs. I) mit m + 1> also: 

p 
(m + l)x'^G)''dx = (m + l)dy 25) 



und führt sodann mit Rücksicht auf die Relation: 



p 



npx CD dx npdy 
r r 



26) 



das ursprüngliche Differential in die Gleichung nochmals als Hilfsdiffe- 
rential ein: 

Substituiert man nunmehr in dem zweiten Differential links an die Stelle 

p p_j 

von ©'' den Ausdruck (a + Ja;'*) ©'* , so ist: 

(m + l)x-^aßdx + ''^^''""^l''^ da;^anpa:">^>- dx^{mr+np+r)dy^ ^3^ 

Bildet man endlich aus den beiden ersten Differentialen die Differential- 
summe und befreit dann dy von den Konstanten, so ergiebt sich folgende 
Integrationsformel (s. Gl. 4): 

mr-i-np+r L x ' rm J ' mr+np+r 

p 

= Dsx'^ia + b o(^y dx. 29) 

VI. Die Integration des binomischen Integrals kann endlich auch 
auf dieselbe Weise wie im Abs. Y, jedoch mit Benutzung einer anderen 
Substitution als in den Gl. 27 und 28 bewirkt werden. Man substituiert 
zu diesem Zweck den Wert von 

^n _ ^j:z± 30) 

in die Gl. 1, worauf diese folgende Gestalt annimmt: 

oifn—n^r ^^ — ax'^'~''(o'' dx = hdy . 31) 

8* 
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Multipliziert man nun, um aus dem ersten Differential links die erste 
Funktion der Differentialsumme zu machen, die Gleichung mit m — w -f 1 
(s. Abs. II), so ist: 

-+i - 

(m — n+l)^"*"""«>'' dx—a(m — n'{'l)x"*'-'^(o''dx = (7n — n'{-l)bdy. 32) 

Das erste Differential links hat nunmehr die zur Bildung der Diffe- 
rentialsumme erforderliche Form, dagegen ist das zweite Differential 
wegen des Exponenten in x"*"^ zu diesem Zweck untauglich. Man führt 
deshalb auch in diesem Fall (vgl. Abs. Y) das zu integrierende Diffe- 
rential als Hilfsdifferential mit Rücksicht auf die Relation: 

p 

(p + r)nhx^oai*'dx (p + r)nbdy ^qx 

r r ' 

ein, so dass die 61. 32 folgende Gestalt annimmt: 

p 

(m — w + l)ii:*»-«ß}'^ dx + ^^^ a{m — n+l)a:"*-~cj'^da; = 

Bildet man nunmehr die Differentialsumme und befreit dy von den Kon- 
stanten, so ist (s. oben Gl. 7*): 

7 j i— rTDsiC"»-"+^ß)'^ ^- + — 

{yar ■\- np •\' r)b L x ' rw J 

p p 

— (^-^+^)g L j)s ^m^n ^7ax = Ds x^ (ü + bx^Ydx . 36) 

Schliesslich mag noch bemerkt werden, dass die in den Abs. I — VI ent- 
wickelten Integrale, wenn man r = 1 setzt, ihre in den Lehrbüchern und 
Integraltafeln übliche Form erlangen. Die hier entwickelten Integrations- 
formeln sind übrigens für den praktischen Gebrauch bequemer, weil sie 
die Rechnung mit lauter ganzen Zahlen gestatten. 

Gedächtnistafel. 

Abs. I und II. Das zu integrierende binomische Differential wird sub I 
als erste, sub II als zweite Funktion der Differentialsumme behandelt 
und die noch fehlende Funktion durch Hinzufügung von Hilfsdifferentialen 
herbeigeschafft. 

Abs. III und IV. In beiden Fällen werden Variable und Konstanten 
eingeführt und dann sub III das erste, sub IV das zweite Differential 
durch Multiplikation der Gleichung mit dem erforderlichen Koefficienten 
ausgestattet, während dem anderen Differential die notwendigen Kon- 
stanten durch ausgleichende Hilfsdifferentiale verschafft werden. 
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Abs. Y und VL In beiden Fällen . wird das zu integrierende Diffe- 
rential durch eine Substitution umgestaltet und dann dasselbe als Hilfs- 
differential wieder eingeführt. 

§.37. 



Integration von 



V 

(a + 5 x'^y 
I. Zur Integration der Gleichung: 

X aX X €LX 1 ^ \ 

-p J- -dy 1) 

ist^ wenn man eine Integrationsformel erhalten will, durch welche die 
Exponenten von x und cd gleichzeitig reduziert werden, die im §. 36 
Abs. II dargestellte Integrationsmethode anzuwenden. Man multipliziert 

zu diesem Zweck die Gl. 1 mit — -. also: 

r ' 

n&(p ^r)x^dx n'b{p — r)dy o\ 

p r ' ^ 

ra/" 

Der negative Wert der eingeführten Konstanten (vgl. §. 36 Abs. II) 

rechtfertigt sich dadurch, dass das zu integrierende Differential als zweite 

p 
Funktion der Differentialsumme behandelt wird, folglich dem Ausdruck cd*" 

entspricht, der sich hier aber im Nenner befindet. 

Führt man nun mit Bücksicht auf die Relation 

^m-n + l . ß,' =. ^m-n + l . ^ft/pn-l == nhx"^ 3) 

Hilfsdifferentiale ein (vgl. §. 36 Gl. 7), so ist: 

(»i— n+l)aj'""~'*di» {p — r)nhx'^dx (m—n+1) «"*""" da: (p — r)nhdy 



£—1 E £—1 ** 

r r r 

(B rto CO 



4) 



Bildet man endlich die Differentialsumme und befreit dy von den Kon- 
stanten, so ergiebt si<3h: 

p , L x rcD J ' 



{P'-r)nb ^_i 



(^-_w-t-l)r T^ x'^'^'dx ^ x'^dx ^-^ 

©'• (a + fto;")'' 

IL Eine Integrationsformel, durch welche nur der Exponent von x 
reduziert wird, während jener von ci unberührt bleibt, erlangt man, wenn 
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man nach §. 36 Abs. YI vorgeht. Substituiert man nämlich in die GL 1 
den Wert von x^ mit Rücksicht auf die Relation: 

a;» ^— , 6) 

80 ergiebt sich: 

-J-- bdy. 7) 

r r 

00 CO 

Multipliziert man nunmehr^ um aus dem ersten Differential die erste 
Funktion der Differentialsumme bilden zu können, die vorstehende Gleichung 
mit m — n -f~ 1 ^^^ führt dann das ursprüngliche Differential mit Bück- 
sicht auf die Relation: 



{P — r)nbx dx (p — r)nhdy 

p r 

jr 



8) 



roo 
wieder als Hilfsdifferential ein, so ist: 

(in — n + l)a;"*"""da; {p — r)nhx'^äx _ o(m — n + l)a;^^~"(?a; __ 

r • r ■ r ■ 

CD ra> CO 

Bildet man schliesslich die Differentialsumme und befreit dy von den 
Eonstanten, so ist (s. 61. 3): 

^m-n+i n ^^n-\'\)äx _ {p-r)mdx l _ 
i> , L X reo J 



(wr — wj9 + r)& -^ _ j 



(m — n + l)ar t\ «j''* ^dx T^ a3"*<ia; tA\ 

— 7^ , V, Ds — = Ds • 10) 

{mr — np-^rjo p p ' 

fl,'- {a-\-}>x''y 

III. Soll endlich eine Integrationsformel gefunden werden, durcli 
welche der Exponent von x unberührt bleibt, während jener von o redu- 
ziert wird, so muss man nach §. 36 Abs. IV vorgehen. Man führt also 
zunächst in die Gl. 1 Variable und Eonstanten ein, also: 

_— —. = ady 11) 

r r 

00 00 

und multipliziert die vorstehende Gleichung, um aus dem zweiten Diffe- 
rential links die zweite Funktion der Differentialsumme zu bilden, mit 

^^~" — , welcher Eoeffizient hier nicht negativ genommen zu werden 

braucht, weil das zweite Differential ohnedies schon negativ ist. Es ist also: 



- 105 — 

n{p '-r)x"^dx {p — r)nhx^'^^dx {p — r)andy 






12) 



Um nunmehr auch dem ersten Differential die zur Bildung der Diffe- 
rentialsumme erforderlichen Konstanten zu verleihen, wendet man die 
Methode der ausgleichenden Hilfsdifferentiale an (vgl. §. 34 Abs. III^ IV^ 
§. 36 Abs. III u. IV) und setzt demgemäss: 



/ t i\ j I jfc n(p — r)dz 



) 



dz = 



£-1 






13) 



^g = _ {^r-^np + nr + r)dz ^^ 

{m+l)de — ^^ ^-^ — -2—^^ — == -^i: i — 15) 

Substituiert man für das erste Differential der 61. 12 den Wert aus der 
Gl. 15, so ist: 

{m-\-l)x^dx {p—-r)nhx^'^^dx {mr^np-\'nr-\-r)x^dx {p — r)andy 



^-1 ^ ^-1 



16) 



Bildet man schliesslich mit Rücksicht auf die Relation: 

die Differentialsumme und be&eit dy von den Konstanten, so ergiebt sich 
folgende Integrationsformel: 

"*+ ^ r(w + \)dx (p — r) co'dx 



j. a;"*-^"^ r (w + \)dx _ (p— _r) a^l _ 
p ^ L X roa J 



(P — r)an f — i^ ^ ^*» 



CD 



m r — np -\- nr + r ^ x^dx ^ x^dx ^^v 

(p — r)an p_j i* -^ 

«'• (a + ftaj«)'- 



§.38. 
Integration von 



p 

x'^ia + hx'^y 
I. Ist die Gleichung: 



dx dx 7 ^v 

1 = i = dy 1) 



ZU integrieren, so wird eine Integrationsformel, in welcher der Exponent 
Ton X reduziert, jener von ca unberührt erscheint, durch Anwendung 
der im §. 36 Abs. III dargestellten Methoden gewonnen. Man führt also 
zunächst in die Gl. 1 Variable und Konstanten ein, also: 






9^ 



,.« 



.^ inttü^r Jiii.r.O';2:f!r: ssl xie r-jecnon^ :3il laa» aase ^tOBBEEiäÄ. mit 
-Uittt ^*.r:i^ar.iiV3ug& luutäsiaiii^L ULässLsoBCssi^ titt: — m — 1 . vekher 
A^iÄtfrwtJT xit*r itü&Zi^ jguxmrnffi -Jn-L -^bL &lj. r" ob. XanMr Wßiicet 

— — asc — ■ — ^ itXj- 6- 



-._ »'—«3 «' — •" AT 

<jf — = 

'> — r^-mfj , ,mr — «3 — »•- — r xr 



5) 

= ■ — 1«. 6) 



?*i>r/nitG>rt oian f3r <ua rw^ire L'^ÄSLniai di<a GL 3 «üai Wot ans der 



>^i ^ 



= — '« — 1 fljjf. T) 

h,A^ mnoi end\lth zia den beiden ersten Difieiential^i links die Diffe- 
r^riial^Drme tin/i befreit ^y ron den Konstanten, so ergiebt skh folgende 



(mr + np^nr^r)b j^^ dx -^ dx 

p 
aT-'^m'' x'^ia + ba^y 



, , Ds-^^^ = Ds — 8) 

^m — ijar p p 



IL Um iiXr die QL 1 eine Int^rationsformel zu ermitteln, in welcher 
ihr Exponent ton x nnberfihrt, jener von a reduziert erscheint, wendet 
matt die im §« 36 Abs« IV dargestellte Methode an. Man fuhrt daher, 
tihtinno wie oben in der Gl. 2, Variable und Eonstanten ein und multi- 
pliziert die Oh 2, um das zweite Differential links mit den erforderlichen 

Kr;«fllzienten at4»zustatten, mit !L}£lZl2^ also: 
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n{p — r)dx (p — r)nbx^~^dx (p — r)andy 



^—1 £ 



9) 



Um nun auch dem ersten Differential die zur Bildung der Differential- 
summe erforderlichen Eonstanten zu verschaffen, wendet man wieder die 
Methode der ausgleichenden Hilfsdifferentiale (§. 34 Abs. III, IV, §. 36 
Abs. III) an und setzt demgemäss: 



/ i\^ I jfc n(p — r)dz Fj dx '] 

— (m — i)dis + dg = -^ — ; d0 = 



^-1 



10) 



jf. (inr4-np'—nr — r)dz --x 

^6= r ' ^^) 

- (m - l)d0 + ifnr + np-^nr-r)dz _ n{p ^^r)dz ^ j2) 

Substituiert man den Wert für das erste Differential der 61. 9 aus der 

Gl. 12, so ist: 

(m— i)dx (P — r)mdx , (mr + np — nr — r)dx (p —r)andy ^ o\ 

— — __ j __ ^ ' / 

x'^m'' rx'^-^fD'' rx"*(o*' 

Bildet man endlich die Differentialsumme und befreit dy von den Eon- 
stanten, so ist: 

r jx 1_ r (in — l)dx (p — r)(D'dx l . 

(p — r)an ^— i*- ^ r» J ' 

X (O 

, mr + np — nr — r ^^ dx -r^ dx ^ m^ 

'\ T N -05 — = Ds • 14) 

«"»cd'' x'^^a + &«")'• 



Integration von 
I. Zur Integration der Gleichung: 



§.39. 

(a + ho^Ydx 



X 



^-^ — -^ = dy 1) 



X X 



erhält man eine Integrationsformel, in welcher sowohl der Exponent 
von X als auch jener von oi reduziert erscheint, wenn man nach §. 36 
Abs. I verfahrt. Man erhält die eine Funktion der Differentialsumme, 
indem man die Gl. 1, weil auch hier x^ im Nenner ist, mit — (m — 1) 
multipliziert, also: 



— 1(« — 






= — (»• — 1 rfy 



2) 



Man ffigt nanmehr die andere Funktion der n iirM M nii almmm» als Hilfs- 
differential binzn: 



iS-i 



pa^ 



idx (m — l)t»''dx 



^-1 



mdx 



rs^ 



— 1 



ttT 



5i^ = ~(«-i)rfy 



Yerföbrt man nnnmehr in der bekannten Weise, so ist 

p 

— Ann ^^^^i^L-^:^; ^ — ^J + ö.r:nij7 ^ 



.r 



da; 



.m— ■ 



3) 



^ jg (a + ha^Ydx 



*) 



IL Um eine Integrationsformel zn erbalten, in welcher der Exponent 
Ton X reduziert, jener Ton o unberübrt erscbeint, gebe man nach §. 36 
Abs. III vor mid fObre znnacbst in die 61. 1 Variable und Eonstanten 
ein^ also: 



p 



ha^ oTäx , CO 
- + 



'^ dx 



X 



m—l 



oT 



= ady. 



5) 



Um aus dem zweiten Differential links die eine Funktion der Diffe- 
rentialsamme zu bilden, multipliziert man die Yorstebende Gleichung mit 
^ {m — 1), also: 



p 



^+1 



(m — \)hx^ ^ooTdx (m—l)«'" dx 



X 



m — 1 



X 



m 



= — (w — l)ady. 



6) 



Um nun aacb das erste Differential mit dem erforderlichen Koeffizienten 
zu versehen; benützt man die Methode der ausgleichenden Hilfsdifferentiale 
(§. 34 Abs. III; IV, §. 36 Abs. III) und setzt demgemäss: 



(p-\-r)ndz . ju f -X , 

-^-^- (- dg = (m — l)(?;s?; 



dz = 



p 
l x"""^ <ü'' d X 



X 



m — l 



d\ 



(jnr — »p — «r — r)Az 



_ 1 = (m — \)de. 



7) 
8) 
9) 



Substituiert man nunmehr den Wert des ersten Differentials der 61. 6 
aus der 61. 9^ so ergiebt sich: 
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_, - -+» - 

= — (m — l)ady. 10) 

Verfahrt man nun in der bekannten Weise^ so ist: 

1 T) ^^ V(p -^ r)(o dx i^m— l)dx~\ 

(m — l)a /j.»»— 1 L reo a; J 

{mr ^ np — nr — r)b ^ a/' dx j. (g + bx^Y dx ^^v 



in. Um endlich eine Integrationsformel zu erhalten^ in welcher der 
Exponent von x unberührt bleibt, jener von co reduziert wird, gebraucht 
man die im §. 36 Abs. V entwickelte Methode. Man multipliziert zu 
diesem Zweck die Gl. 1 mit — (m — 1): 

p 

— ^ ^ = _ (m — \)dy 12) 

uDd führt dann das ursprüngliche Differential wieder als Hilfsdifferential 
ein, also: 

p • p 

p 
Substituiert man nunmehr in dem ersten Differential statt o'* den Aus- 

druck (a + So?**)©'' , so ist: 

pnbx^ CO*' dx {m — l)(a*'dXj.anpo/ dx {mr — np — r)dy ^.v 

Bildet man endlich aus den beiden ersten Differentialen die Differential- 
summe und befreit dy von den Eonstanten, so ergiebt sich folgende 
Integrationsformel : 

E £ — 1 



r D '"'^ Vpmdx {m — l)dx'\ anp ^ 

mr — n« — r /y.«»— iL rw a; J »ir — np — r 



CD cia: 



np — r '/pW— IL rw x J mr — np — r x^ 

£ 
^ {a + bx'^y dx ^ 



x*^ 



16) 
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§.40. 
Integratioii von und (a + haf^ydx. 



(a + ha^y 

L Zar Integration der Gleichling: 

dx dx 

p p 

(a + 6x")'- m'^ 



= dy 1) 



gebrancht man die im §. 36 Abs. IV dai^stellte Methode, welche der 
EntwickeloDg im §. 17 61. 1—8 sehr analog ist Man fuhrt also zunächst 
Variable und Eonstanten ein, also: 

dx ha^dx 



^-1 t 



= ady 2) 



und mnltipliziert, am das zweite Differential in die gehörige Form za 
bringen, die Gleichung mit -^ -i 

n{p — r)dx (p — r)nhx*dx {p — r)andy 



^-1 ^ 



3) 



Gebraucht man nunmehr, um auch das erste Differential mit dem er- 
forderlichen Eoe£Szienten auszustatten, die Methode der ausgleichenden 
Hilfsdifferentiale, so ist: 

dx 



rf^ + d|=!!(£j^; 



de^- 



i-i 



«>•■ 



4) 



(np — nr — r)d8 



^^ [ {n p--nr — r)dz ^ nip — r)ds gx 

Substituiert man den Wert des ersten Differentials der Gl. 3 aus der 
Gl. 6, so ist: 

dx (p — r)xmdx , (np — •• r ~ r)dx (p — r)andy „x 

r r r 

oder: 

r jv X r dx (p — r)«j?«n , np^nr-^r j^ dx 

{p^r)an E^i^ x r» J "^ (p — r)oH £_i 

= 2)5—^^. 8) 

(a + 6x»y 
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Setzt man in der vorstehenden Gleichung r =» 1 , so ergiebt sich die im 
§. 17 Gl. 8 enthaltene Formel. 

IL Zur Integration der Gleichung: 



multipliziere man (vgl. §. 36 Abs. V) die Gleichung zunächst mit — , also: 



p p 

(a + hx'^y dx = Gf äx^= dy 9) 

np 

r 

p 

npa/'dx npdy 10) 

r r 

p p__j 



und setze dann statt w^ den Ausdruck (a -{- hx^)io' 



t-i ^-1 



pnhxoo dx .anpoi dx npdy ^^v 



r 



Führt man nunmehr das ursprüngliche Differential wieder als Hilfsdiffe- 
rential ein, so ist: 



r 



^dx^^— ^«>^^^ ^ ^^V^ ^^ ^ !^P^ + dy^ inp + r)dy ^ ^^^ 

Nimmt man endlich die Differentialsumme und befreit dy von den Kon- 
stanten, so ist: 

I)sxJ\^ + ?^!^] + -^DsJ~'dx==Ds(a + ix-ydx. 13) 



np-\-r \-x ' rto J ^ np-\- 

§. 41. 
Beispiele. 

I. Zur Erläuterung der im §. 31, 36 — 40 dargestellten Methoden 

wähle ich vorzüglich die Differentiale mit der Irrationalität )/a + hx^, die 
sich entweder in geschlossenen Ausdrücken integrieren oder doch wenig- 

dx xdx 

stens auf die Integrale Ds , ' und Ds , zurückführen 

lassen. Daran mag sich die Integration einiger Differentiale mit den 

Irrationalitäten Ya-^-bx und "j/a + hx^ anschliessen, welche immer in 
endlicher Form durchgeführt werden kann. 
Ist die Gleichung: 

X CtiX X CLX f ^ \ 

= —=- = dy 1) 



zu integrieren, so geht man nach §. 31 Abs. II vor und setzt demgemäss: 

■rw x^dx 1 T, oi dx 2i/öö ^ x'^dx ci\ 

Ds —-=- = -j- Ds -—=r = -f=- = Ds , • 2) 
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n. Zur Int^raiion der Gleichung: 

x*dx x*dx , nx 

benutzt man die Methode §. 37 Abs. II, weil hier nur eine Redaktion des 
Exponenten Yon x notwendig ist, nnd setzt deshalb mit R&cksicht auf 

die Relation x* = ^— , — : 

Das erste Differential (= Yadx) ist xor Bildung der ersten Funktion der 
Differentialsamme branchbar. um die zweite Funktion za erhalten, führt 
man das arsprOngliehe Differential nach der Relation: 

xmäx 36x'dx 36dy fs 

wieder als Hilfsdifferential ein, also: 

y&dx + — -^ — —^ = hdy + —^ = -^. 6) 

Nimmt man nan die Differentialsumme und befireit dy Ton den Eon- 
stanten, so ist: 

66 ^ ux ' «»J 56 1^, Vo + 6x» 

ni. Zur Integration der Gleichung: 

— <= — _-«= dy oj 

I a + 6x' } (D 

wendet man die luLmliche Substitution wie oben in der GL 4 an, also: 

xY^dx-^-^^hdy. 9) 

Multipliziert man nun, um später (GL 12) die erste Funktion der Diffe- 
rentialsumme bilden zu können, die Gleichung mit 2 und fährt dann mit 
Rücksicht auf die Relation: 

x*w'd.r S6.r*tf.r Zhd\i -/^^ 

das ursprüngliche Differential als Hilfsdifferential ein, so ist: 

o-i/ j^ I **«*«' «r Srtx<?x ^^» , , 36 dv 76 dy ^^^ 

oder 

VT /'^ .r V^o> k ~ - I — ^ - i)^ . _^ «« Thi — . 12) 

•^ ^ L X ^ a« J 76 ^^ }a + 6x« ^ 
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IV. Die Gleichung: 



kann mit Rücksicht auf die Belationen: 



x^dx x^dx , ^oN 

. = -7- = dy 13) 



^ = — T — ; — 1=- = — ■;=- = hdy 14) 

auch so geschrieben werden: 

/"■"■ xco dx ddx 

Yiodx -| -=z -=r — hdy + ^dy = 26rfy 15) 

oder 

26 »^ Laj ^ 2ö)J 25 ^c |/a + öa;* ^ 

Ebenso kann man statt der Gleichung: 

x^dx x^dx j ^r,\ 

= dy 17) 



Ya + hx* l/co 
auch schreiben: 

2xy'^dx + 5^^ — ^^^ = 2ldy + 6dy = Udy 18) 

oder 

1 T\ 9->/~V^äx , ö)'<iic1 2« T^ xdx T. x^dx ^^v 

36 »^ L 0? ' 2© J 36 Yen Y(i + ^^^ 

Substituiert man für — =- das nach §. 31 Abs. II zu ermittelnde Integral, 

Y<o 

so ist die Integration vollzogen. 

y. In ganz analoger Weise kann man die Gleichung: 

xdx- xdx ^^y 20) 



Va + hx }/a) 
umgestalten in: 



■1/" j I X(odx adx , -, , hdy Shdy oi\ 

y(adx + —-^ — —^ = bdy + ^ 2 ^^) 

2y<o Yto ^ ^ 

oder 

2 -r^ -/ — fdx , <D dxl 2 a 7-v da? -r^ xdx ^nx 

36 »^ La; • 2ß) J 36 y«, l/a + 6jr 

VI. Ist die Gleichung: 

/"^ = -^ = dt/ 23) 

ir*)/a + 605^ a;*y(ö 

zu integrieren (s. §. 33 Gl. 47), so geht man, weil auch hier nur der 

Exponent von x zu reduzieren ist, nach §. 38 Abs. I vor und führt mit 

Rücksicht auf die Relation bx^ — a> = — a Variable und Konstanten 

ein, also: 

bx^dx Vcoeia; , c^^v 

— - ^^ ady. 24) 



xY 



CD 



X' 
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Das zweite Differential links ist sofort zur Bildung der Differential- 
summe brauchbar. Dem ersten Differential wird der notwendige Koef- 
fizient durch die Methode der ausgleichenden Hilfsdifferentiale in folgender 
Weise verschafft: 

Sbx^dx ytadx bxdx ^ «cn 

V-;7- - ^2 TTT- <^dy 25 

oder 

1 T\ Vioroo'dx dxl . b -r. xdx r, dx ck(}\ 

a X L 2a xJ ^ 2a y^ x^l/a + bx^ 

Ebenso kann man statt der Gleichung: 

dx _ _dx^ _ ^^ 2^^ 



x^Va + bx^ x^Yfo 
auch schreiben: 

2bx*dx 2y(odx 



oder 



X^YtD 



X 



9 



= — 2ady 28) 



Sbx^dx 2yöödx , bdx ck n c\c\\ 

;=- ^-^ -:^ == — 2aay, 29) 

Verfährt man in der bekannten Weise^ so ist: 

_ J_ Bs^4\^ _ !^1 _ -^ 2)s^ = 2>s— Ä_. 30) 

2a a;* L 2a) a; J 4a |/o, a;«"|/a + 6a;* 

VII. Ist die Gleichung: 

ax ax -I n-*\ 

= dy 31) 



ZU integrieren (s. §. 33 Gl. 45), so schreibt man ähnlich wie sub VI: 

2bxdx Y^f^^ 



2xy 



OD 



X 



8 



— ady 32) 



oder 

_ i j)s^& _ ^1 = Ds M=- 33) 

a X L 20D XJ /r«!//, -L Ji-rS ^ 



x*ya -^ bx^ 

Ebenso kann man statt 

dx dx 



x^ya -\- bx* x^yaj 
auch folgenden Ausdruck setzen: 

2bxdx 2y(odx 



34) 



oder 



x^yä ^ 



= — 2ady 35) 



(o'dx 2ya)dx , bdx ^ ^ «^s 

-| 7=== — 2ady, 36) 



2a; Y® ^ a;l/fl> 
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Verfährt man in der bekannten Weise, so ist: 

1 7^ Y^ [(o dx 2dxl b T^ dx -r. dx ««n 

— z— Ds^ -5 — s--Ds — — = Ds — , 37) 

2a Ä* L 2a) xJ 2a ^y^ x^Ya + hX^ ^ 

VIII. Ist die Gleichung: 



Va 4- bx^dx Vcodx , ^-,. 

5 = -^ = rfy 38) 

zu integrieren, so verfährt man am zweckmässigsten nach §. 39 Abs. III 
und setzt demgemäss: 

(a + bx^dx adx , bx^dx , „^. 

^^ — ' — 7= = —;=-'i pz- = öfy. 39) 

xyco xym yoa 

Substituiert man für die beiden Differentiale in dem mittleren Ausdruck 
den Wert der Differentialsummen aus §. 33 Gl. 47 und aus der obigen 
Gl. 2, so ist: 



y« , Va + bx' - Va , 2Va + bx^ ^^ Ya + bx^dx .^. 

-3-J^gy^^fFiq:i75 + 3 ^' X 40) 

Bei der Integration der Gleichung: 

Ya + bx^dx Y^dx , A-ts 
^i = -^ = dy 41) 

verfährt man am besten nach der im §. 39 Abs. I entwickelten Methode 
und schreibt demgemäss: 

fo' dx Y^dx Sbxdx 



- dy 42) 



2xYoi ^* 2Y(o 

oder 

-pi Y^ r io'dx dxl . Sb j. xdx ^ Y<^ + bx^dx .q\ 

X La© Ä J "* 2 Y^ ^ ' ^ 

Ebenso kann man die Gleichung: 

Ya + bx^dx Y^dx , .,s 

— p — = -^i — dy ^) 

auch schreiben: 

(a dx 2Y^dx Sbdx c, 7 vicN 

— = -— 2dy 45) 



2ajYa) ä;» ^Y 

oder 



1 T^ Y^Tfo'dx 2dx~\ . Bb T, dx -rw Y^ + bx^dx .^^ 



|/CÖ 

IX. Ist die Gleichung: 



Ya + bxdx ^ Yoidx ^ , ^^^x 



X X 

Bergbohm, Integralrechnung. 9 
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zu integrieren, so verföhrt man wieder wie oben (Gl. 39) nach §. 39 
Abs. III und schreibt demgemäss: 

für welche letzteren Ausdrücke der Wert aus §. 33 Gl. 43 und §. 31 61. i 
substituiert werden kann. 

X. Ist die Gleichung: 



x^a + bx^dx = xYcDdx = dy 49) 

zu integrieren, so geht man am richtigsten nach §. 36 Abs. V vor. Man 

multipliziert daher zunächst die vorstehende Gleichung mit 2 und führt 
dann das ursprüngliche Differential als Hilfsdifferential ein, also: 

— ^-^ h ^xycodx = 2dy + -^ = -^. 50) 

Man substituiert sodann im ersten Differential für co seinen Wert n + bx^: 

oder 

^^ + 2xy^dx + '-^^ = ^. 52) 

2y(o ^ ^ ^ 21/(0 2 ^ 

Verfährt man nunmehr in der bekannten Weise, so ist: 

IDsx^Y^[^ + '-^] + '-^Ds^^ ^Dsxyr+h^dx. 53) 

Die Gleichung: 

Dsx^Ya + bx^dx = ^j-DscD^ca'dx = Ds dy 54) 



3& 



ist nach §.31 Abs. I integrierbar. 
Ist die Gleichung: 



x^Ya + bx^dx = x^Y^^^ = ^P ^^) 

zu integrieren, so benutzt man am zweckmässigsten die im §.36 Abs.YI 
entwickelte Methode und schreibt demgemäss mit Bücksicht auf die Relation 

x^ = T" die vorstehende Gleichung: 

coi^dx — aYcodx = bdy 56) 

oder 

aßdx + -^ — aYiodx = bdy -) r-^ = — g-^- 57) 
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Verfuhrt man in der bekannten Weise, so ist: 

^l)s.J[^ + '-4^]-f± DsV^ä. = Ds dy. 68) 

Substituiert man den Wert von J)s]/rädii? aus der weiter folgenden 
Gl. 79, so ist: 

Benützt man zur Auffindung dieses Integrals die im §. 36 Abs. Y ent- 
wickelte Methode, so ergiebt sich nach einigen leichten Reduktionen: 

^^Dsx-Y^\^-^ + ^] + f^Ds''^ = Bsx^V^r+T^dx. 60) 

Substituiert man für die zweite Differentialsumme den Wert aus der 
obigen 61. 7, so ergiebt sich das nämliche Integral wie in der Gl. 59. 

XL Die Gleichung: 

-t \ 

Dsx^a + hx^dx = ^2)5 fxi^ (ßdx = Bsdy 61) 

ist nach §. 31 Abs. I integrierbar. 
Zur Integration der Gleichung: 

x^ya + Ix^dx = x^yoadx = dy 62) 

schreibe man ähnlich wie sub X Gl. 50: 

^x^Yoidx + x^yäidx = My + dy = Ady 63) 

oder 

3x»Y^dx -j- ^i^ + ^^ = 4.dy . 64) 

Nimmt man nunmehr die Differentialsumme und befreit dy von der 
Konstante, so ist: 

4 -ös^'V^L— + ^ + jDsy^^Dsdy. 65) 

1 

Substituiert man endlich den Werth für die zweite Differentialsumme 
aus der Gl. 16, so ist: 

xyöö(2bx^ -{- ä) a^ j^ dx y^ «-/ — j — 57-3, ^/jx 

— — QT. — - — ^rr Ds—= = Bsx^va + ix^dx . 66) 

XII. Zur Integration der Gleichung: 

^^ =^^dy 67) 



(a + hx^)^ ü)^ 
benützt man die §. 40 Abs. I dargestellte Methode, führt demgemäss 

2 



.3 
Variable und Konstanten ein und multipliziert die Gleichung mit — , also: 



^ 
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dx Sbx^dx , dx Sady po\ 

oder 

^Ds-^\^-'^] + ^-Ds^=Ds ^^ ^ > 69) 

3a y^La; 2ai J ' 3a y^o) {a + bx^^ 

Zur Integration von: 

= "T = ^y 70) 



(a + 5a;8)* cd* 

9 

gehe man ebenso vor, nur multipliziere man mit -^ und es ergiebt sich: 

dx S • Shx^dx j.7dx 9ady „^n 

co^ 2ai* 2fl)* ^ 

oder 

2 y^ a? rdic 3ö)'da:'l , 7 ^^ da; ^ dx „o\ 

0)2 ©2 (a + öx")^ 

Substituiert man für die zweite DiJBFerentialsumme den Wert aus der 
obigen Gleichung 69, so ist die Integration vollzogen. 

Xin. Zur Integration der Gleichung: 

dx ^^^dy 73) 



(a + hx^)^ m* 
führe man Variable und Eonstanten ein und es ergiebt sich, ohne dass 

(fl( t) ~~~ T^ \ 

-^ " Ij* 

dx 2bx^dx ^ -.N 

-= ^ = ady 74) 

oder 

1 -pw a? Vdx to dx"] T\ dx -ex 

a ycöL-a; ^a> J (a + ftaj«)^ 

XIV. Ist die Gleichung: 

ya + Ir'dx = Vöda; = dy 76) 

zu integrieren, so geht man nach §• 40 Abs. U vor und giebt demgemäss 
der vorstehenden Gleichung folgende Gestalt: 

Zbx^dx j, Sadx Sdy _-v 

~2>^ "^ 2V^~"2" ^ 

oder 

•■/"■ 7 I xmdx , 3ada; , , 3dv ^äy „a\ 

Ya^dx + -— ^ + — ^ = dy + — 1^ == _^. 78) 

2ycö 2ya) ^ ^ 

Nimmt man die DifPerentialsumme und befreit dy von den Konstanten, 
80 ist: 

I DsxV^l^ + ^] + ^ Z>s^ = BsV^T^äx. 79) 



81) 
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Zur Integration der Gleichung: 

(a + hx^)^dx = u^dx = dy 80) 

schreibt man: 

9(a + hx^)y<odx 9dy 

oder 

1., , Z '^hx^Vmdx , daVoodx •, , 9dy ildy oci\ 

cj^dx H ^ 1 '-^ =.dy + -f ^ . 82) 

Nimmt man die Differentialsumme; so ist: 

f^Ds:cJ[^^'-^] + '^DsV^dx^Dsdy. 83) 

Substituiert man den Wert der zweiten Differentialsumme aus der Gl. 79^ 
so ergiebt sich: 

H^(ö + ^) + !If' Ds^^Dsia + bx^idx. 84) 

XV. Zur Integration der Gleichung: 



Ya + ix^dx = Ycodx = dy 85) 

setzt man ähnlich wie sub XIV: 

/'~~ ^bx die ddsR V 

yfo dx -| — — I — -= = dy -{- dy = 2dy 86) 

oder 

i- DsxyJ^ + ^^] + I Ds^=DsVa + bx'dx. 87) 

2 ^ L X * 2a)J'2 r/fl, ^ ' ' 

Will man die Gleichung: 

(a + 6a:2)^c?a; = w^dir = dy 88) 

integrieren, so schreibt man: 

c,iclx + «-^^^Jl^^^^ _!_ 3a|/oj da; = rfy + 3d«/ = 4dy 89) 

oder 

1 Ds xJ [^ + -J^J + ^ Ds >^^da; -= Ds (a + 6a?«)*da; . 90) 

Substituiert man den Wert der zweiten Differentialsumme aus der GL 87, 
so erscheint das Integral in seiner gewohnlichen Gestalt. 

XVL Zur Integration der Gleichung: 

xdx xdx 7 /%^\ 

=='—r=^y 91) 



(a + bx^)^ a^ 

IT /J 1** 

benützt man, weil — ^ nicht integrierbar ist, folglich nur der Exponent 

i/o 

von o reduziert werden kann, am besten die in §. 37 Abs. III dar^ 
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gestellte Methode. Man führt demgemäss Variable und Eonstanten ein 

.3 

ond multipliziert die Gleichung mit — , also: 

Sxdx Sbx*dx Sady ric\\ 

benützt sodann die Methode der ausgleichenden Hilfsdififerentiale: 

2xdx x*mdx xdx ^ady 

oder 

2 -Tk «;• r^dx fo dx~\ 1 ^ xdx ^ xdx r\A\ 

X- 1)5-7= ^ — — 5- Ds—^ = Ds r- 94) 



93) 



Die Gleichung: 



Z)s _?!^^_ = ^ Ds??-^ = ?_ 95) 

(a + 6a;»)* ^^ CO* 36}/5 



ist nach §.31 Abs. II integrier bar. 
Ist die Gleichung: 



x^dx x^dx j ^^. 

= -^ = rfy 96) 



(a + & x^)^ cfi 

zu integrieren^ so benützt man am besten die im §. 37 Abs. I entwickelte 
Methode, weil in diesem Falle sowohl der Exponent von x als auch 
jener von m reduziert werden kann. Man schreibt folglich: 

dx Sbx^dx dx Sbdy 



oder 



97) 



2 r\ SC fdx ca'dxl . 2 -g^ dx r\ x^dx f.o\ 

3& ya,lx 2(0 J^ 86 Ya, (a + bx^)^ 



XVII. Ist die Gleichung: 



^^ „ i^ = dy 99) 



x{a + bx^)^ xco^ 

zu integrieren, so geht man nach §. 38 Abs. II vor und führt demgemäss 
Variable und Eonstanten ein, also: 

Bs-%- Ds^^ = Dsady. 100) 

xym 0,1 

Substituiert man den Wert der beiden Differentialsummen links, der in 
endlicher Form darstellbar ist, aus §. 33 Gl. 47 und aus der obigen 
Gl. 95 und befreit dann dy von der Konstante, so ist die Integration 
vollzogen. 
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Zur Integration der Gleichung: 

dx dx -j ir\w\ 

3 = 1 = dy 101) 

x*{a + bx^)^ x^afi 

benützt man gleichfalls am zweckmässigsten die im §. 38 Abs. II ent- 
wickelte Methode und schreibt demgemäss: 

Sdx Shx^dx Sady 

oder 



102) 



dx (o dx y^ bdx Sady ^no\ 

^y^ ~ ^xJ 2x*y^ "" 2 ' ^ 

Verfahrt man in der bekannten Weise^ so ist: 

2 T^ 1 r dx (o'dxl , 6 Ti dx -n dx Hr\A\ 

r- Ds — ^ — + X- Ds — -= = Ds ^« 104) 

3a xy<o^ ^ 201 J ' 3a ^c^y^ x*{a + hx^^ 

Substituiert man den Wert der zweiten Differentialsumme aus der Gl. 26, 
so ist das Integral ermittelt. 

Auf ähnliche Weise lassen sich auch die Integrale aller anderen 
Differentialfunktionen von der in den §. 36 — 40 bezeichneten Form un- 
mittelbar aus den Differentialen ermitteln. Bei einiger Übung in den 
ueuen Integrationsmethoden wird man dieselben ähnlich wie die 
algebraischen Operationen leicht handhaben, ohne dass es zu diesem 
Zweck eines Zurückgehens auf das Detail der oben (§. 36 — 40) dar- 
gestellten Methoden bedarf. 

§. 42. 

p 
Integration von a^(a + ftrc" + cx^^y dx. 

Ganz analog den im §. 36—40 dargestellten Integrationsmethoden 

ist auch die Integration des trinomischen Differentials von der Form 

p 
ajn»(a -j- Ja?**-!- cx^^ydx und der daran sich schliessenden Kombinationen. 

Ich will bei der Ableitung der Integrationsformeln . genau die oben 

§. 36—40 beobachtete Reihenfolge anwenden. 

I. Ist die Gleichung: 

p p 

x^{a + 6^** + ö^^ ")'" dx = (xfaf dx = dy 1) 

zu integrieren, so multipliziert man zunächst auch hier (vgl. §. 36 Abs. I) 

mit m + 1, also: 

p 

(m + \)x'^c3''dx = (m + 1) dy , 2) 
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womit die erste Punktion der Dififerentialsumme gebildet erscheint. Um 
auch die zweite herzustellen, führe man mit Rücksicht auf die Relation : 

in die 61. 2 Hilfsdifferentiale ein, also: 

p p 

-^ £ = {m + l)dy 4) 

oder (s. Gl. 3): 

P Ml mJLm 1 f f ^ t P t 

P 

Bildet man schliesslich aus den zwei ersten Differentialen die Differential- 
summe und befreit dann dy von den Eonstanten, so ist: 

p . , p 

1 7^ •»-LI rRw» + l)^a? , PCO dxl bnp -r. „,i« T'^^dx — 

m + l L X 'ra)J(m+l)r 

— -r^~7-I^sx'^+^''(o^''^dx = Dsx^'ia + bx"" + cx^'^f dx. 6) 

II. Man kann das trinomi'sche Differential auch in der Weise 
integrieren, dass man es als die zweite Funktion der Differentialsumme 
behandelt und die erste durch Hilfsdifferentiale herbeischafft (vgl. §. 36 

Abs. II). Zu diesem Zweck multipliziert man die Gl. 1 mit vP -r ^; ^ ^ g^jg^. 

p 



(P + r)2ncx (0 dx (p + ^) 2ncdy 

r r 



7) 

und führt sodann mit Rücksicht auf die Relation: 

^m-2n+i . ß,' == nhx"'-'' + 2ncx'^ 8) 

m 

zwei Hilfsdifferentiale ein, nämlich: 
oder mit Rücksicht auf die Gl. 8: 
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p 



{m. —2n-{- l)a:'''-2ne,r ^^ ^ 



+ 1^ , (;? + OÄ?"'"'^""^^«>''«'d 



X 



p 



p 



Bildet man endlich aus den beiden ersten Differentialen die Differential- 
summe und befreit dann dy von den Konstanten^ so ist: 

'1 j^^^-gn + ipr+^r ^-^^H- ^)d x . (i>+ r)ai'dx -] ___ 

r)2nc L X "• reo J 



(i> + 



— ^—Bsoif-''(xfdx 

2 6' 



(w — 2n + l)r^ ^ o^ 7 + ^j 

Ds Qlf'-^'' (O"^ dx = 



(P 4" »*)2nc 

= Dsx^'ia + &a;» + crc^^^da;. 11) 

m. Das trinomisclie Differential kann auch dadurch integriert werden, 

dass man in dasselbe mit Bücksicht auf die Relation o — bx^ — cx^** = a 

Variable und Konstanten einführt (s. §. 36 Abs. III u. IV), also: 

p,^ p p 

x'^'G)'' dx — 'bx'^'^'*(o''dx — cx'^+^''(o''dx = ady . 12) 

Um dem ersten Differential den zur Bildung der Differentialsumme 
erforderlichen Koeffizienten zu verschaffen, multipliziert man die Gl. 12 
wieder (Abs. I) mit m + 1, also: 



+ 1 



p 



(m + i)x^c3'' '^dx — (m + l)hx'^-^*'(o''dx — (m + l)cx'^+^''(o''dx 

= {m+ l)ady, 13) 

Um nun auch dem zweiten und dem dritten Differential, deren variable 

Bestandteile die zur Bildung der Differentialsumme notige Form bereits 

besitzen (s. Gl. 3 — 6), die zu diesem Zweck erforderlichen Konstanten 

zu verschaffen, benützt man wieder die Methode der ausgleichenden 

Hilfsdifferentiale (§. 34 Abs. IH u. IV, §. 36 Abs. III u. IV) und setzt: 

p 
a) (j» + r)nd g _^ ^g _ _ (^ _^ ^-^^g . [dg = b a;'»+'' aP dx] , 14) 

(i»r + «p + wr 4- T)dg 



d% = - 



r 



15) 



{p + r)nd z _ (mr + np + nr + r)dg = _ (^ + l)dg 16) 

r P 

^^ {^+r)indz _j_^g, {m+\)dg; \d g = c af^+^^ (o^dx\ , 17) 

(tnr + 2np + 2nr + r)dz' 



rir=- 



18) 



{P'\-r)2ndz (wr + 2np + 2nr + r)<i/ 



r 



(m+l)dg'. 19) 
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Substituiert man nun die Werte für das zweite und dritte DifiFerential 
der Gl. 13 aus den Gl. 16 und 19, so ist: 



(mr + np + nr + r)b ^+nj^^ _ (wr + 2nj> + 2nr + r)c ^ ^+,n„rrfa. _ 
r r 

= (m + l)ady 20) 



oder mit Rücksicht auf die Gl. 3: 

p 






r 

p 



— ^^ ^—^ J-—L. . x'^+^^'cD^^dx == (m + l)aay. 21) 

Bildet man schliesslich aus den zwei ersten Differentialen die Differential- 
summe und befreit dy von den Konstanten, so ist: 

{m-^i)a La? ' r© J 

(w+l)ar (w+l)ar 



j» 



= Bsx'^ia + 6a;« + ca;^»)'"^^;. 22) 

IV. Man kann auch den umgekehrten Weg wie sub III einschlagen, 
(vgl. §. 36 Abs. IV), dem zweiten und dritten Differential in der Gl. 12 
durch Multiplikation dieser letzteren die erforderlichen Koeffizienten ver- 
schaffen und dann das erste Differential durch die Methode der aus- 
gleichenden Hilfsdifferentiale mit den zur Bildung der Differentialsumme 
notwendigen Konstanten ausstatten. Zu diesem Zweck multipliziert man 

die Gl. 12 mit-^^±?^, also: 

2n{p + r)x'^(o' dx . {p + r)2nhx'^-^''(o''dx , (p + r)2ncx'^'^^''a}''dx 

_ U — 5-=- 

r r * r 

^ _ (p + r)2andy ^ g^x 

Das zweite und dritte Differential haben nunmehr die zur Bildung der 
Differentialsumme erforderliche Gestalt, wobei jedoch zu bemerken ist, 
dass das zweite zu diesem Zweck geteilt werden muss (s. oben Gl. 3 u. 4). 
Um auch dem ersten Differential die notwendige Form zu verleihen, 
wendet man die Methode der ausgleichenden Hilfsdifferentiale an, also: 
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p 



{m + \)dz + di ^<p + T)dz . |.^^ _ x-^to-^^dx\ , 24) 

Substituiert man für das erste Differential der 61. 23 den Wert aus der 
61. 26 und nimmt man die früher erwähnte Teilung des zweiten Diffe- 
rentials vor, so ist: 



p p 



(in + Vjx'^af dx + — -! — ~ f- ^^ ^ ^ "^ 

' r r r ^ 

oder (s. Gl. 3 und 4): 

p p 

(m + l)ic"*öJ'^ da? + ^^^ 1- ^^ ^ ^ ; 



^+1 



(mr'\-2np'\-2nr + r)x (o^ dx {p '\-r)2andy ^^«n 

r r ^ 

Bildet man endlich aus den zwei ersten Differentialen die Differential- 
summe und befreit dy von den Eonstanten, so ist: 

L o; ' reo J 2a ' 



2an(|> +**) 

1* p 

+ ^^ + 2np + 2nr + jr j^^m^^r + ^^^ = Dsa;'»(a + Ix^ + cx^^fdx. 29) 

' 2an{p-\-r) ^ ' ' ' -^ 

Y. Das trinomische Differential kann auch, ähnlich wie das binomische 
(§. 36 Abs. Y) dadurch integriert werden, dass man das zu integrierende 
Differential selbst als Hilfsdifferential wieder einführt. Zu diesem Zweck 
multipliziert man die Gl. 1 mit m -|- 1 und führt dann mit Bücksicht 
auf die Relation: 



p 



2npx oü dx 2npdy 

r r 

Hilfsdifferentiale ein, also: 

p 

(m + l)x'^mrdx + 2M£^ = (^ + l)dy + !f|iy 

(mr -\- inp -\- r)dy 



30) 



31) 
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oder 



^-1 



(m + l^x'^co'^dx + ^^P^""^^ + ^^" + ^^ ) ^'' ^^ = (^^ + ^^^ + ^^^y 32) 



r 

oder 



£-1 ^_i 



t-i . ^-1 



, ^anpx^o/ dx , ftnoa?*""*" **(»'* dx (mr + 2wp + r)dy oo\ 

"T ;: :^ = ;: ^^J 

TT 

Nach einigen leichten Operationen ist mit Bücksicht auf GL 3: 

wr + 2n/)+r L x ' reo J ' wir + 27i2?+r ' 



h - — 1 - 

H r-^-r- Bs x"*+» (ö'' da; = D« a?^ (a + 6a;« + cx^ '^Ydx . 34) 

VI. Das trinomische Differential kann endlich (vgl. §. 36 Abs. VI) 

auch durch die Substitution: 

^„ m — a — hx^ 
c 

und durch Wiedereinführung des ursprünglichen Differentials als Hilfs- 
differentials integriert werden. Substituiert man den Wert von a?* 'm 
die Gl. 1, so ist: 

xm-^n^QT ^x — Ix'^-'^io'dx — ax'^-^^'cfdx = cdy. 36) 

Das erste Differential der vorstehenden Gleichung wird zur Bildung der 
Differentialsumme tauglich, wenn man die erstere mit m — 2m + 1 
multipliziert, also: 

(m — 2w + l)a;'^*-2/i ^r dx — {rn — 2n + l)bx"'-''G}*'dx — 

p 
— (m ■— 2n + l)aic"'-2nß,r^^ = (m — 2n + l)cdy. 37) 

Ein Blick auf die vorstehende Gleichung zeigt, dass das dritte Differential 
wegen des Exponenten von aj"*— ^n 2ur Bildung der zweiten Funktion 
der Differentialsumme nicht verwendet werden kann. Dagegen ist das 
zweite Differential mit Rücksicht auf die Gl. 8 zu diesem Zweck aller- 
dings verwendbar, nur muss sein Koeffizient durch die Methode der aus- 
gleichenden Hilfsdifferentiale verändert und der zweite Ausdruck rechts 
in der Gl. 8 durch Wiedereinführung des zu integrierenden Differentials 
herbeigeschafft werden. Es ist nun: 
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p 



(p + r)ndz ^ ^1 = _ (^ _ 2w + l)d^ ; [dg = bx^-'^fo^dx] , 38) 

^t ^ __ i'fnr + np — nr + r)dz gg. 

(p+r)ndz (mr-\'np — nr-\-r)dz , „ i i\j7 ^a\ 

^^ ^ ^ ^ ■ — ^^— ^ ' — - — = — (m — 2n + l)d;Ef . 40) 

Substituiert man für das zweite Differential der Gl. 37 den Wert aus 
der 61. 40 und führt man gleichzeitig mit Rücksicht auf die Relation: 



.w»„r 



{p + r)2ncx ca^dx (p + r)2ncdy .^. 



r r 

Hilfsdifferentiale ein, so ist: 



(m — 2n-f l)^;"*-^'»©'^ da; + ^^^ ^ : (- ^^^ ^ 



jn — n ,r i P 



_(fnr + np-nr + r)bx ^dx _ (^ _ 3« + l)ax'"-'''a>^dx = 

= (^ _ 2n + l)c(iy + (^ + '•)-^''^^y = imr + 2np + r)cdy , ^^^ 

Bildet man endlich aus den drei ersten Differentialen die Differential- 
summe (61. 8) und befreit dann dy von den Konstanten^ so ergiebt sich: 

^ J)^^m^2n4.lJ-^^[ (^ - 2n + l)dx ip + r)(ü'dx l _ 

{mr + 2np + r)c L x *^ reo J 

_ ifnr+np~nr+r)b j^^^_,J^^_ (m-2n + l)ar j)^^m-2nj^^^ 
{mr '\-2np + r)c {mr-\-2np'\-r)c 

p 

= Dsx''\a -\- hx"" + ca;2«)^d:r. 43) 

VIL Die sub I — VI entwickelten Formeln entsprechen genau den 
Integrationen des binomischen Differentials (§. 36 Abs. I — VI). Es lassen 
sich übrigens für das trinomische Differential noch zahlreiche andere 
Integralformeln ermitteln, von welchen ich die für das neue Integrations- 
system wichtigsten und brauchbarsten erwähnen will. 

So liefert zunächst die sub V dargestellte Integrationsmethode mit 
Rücksicht auf die Relation: 

XGi , , hx^ xm , «„ . .x 

zwei Integrationsformeln. Substituiert man nämlich in dem zweiten 
Differential der 61. 31 und 32 für o den ersten in der vorstehenden 
Relation erscheinenden Wert, so ergiebt sich die in der 61. 34 enthaltene 
Integrationsformel. Substituiert man dagegen den zweiten in der 61. 44 
erscheinenden Wert von o, so ist: 
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P npx^ l \-a — ca?^\(o^ dx , 

{m + l)x'^Gi^dx + ^^ f- = (m + l)öfy + ^^^ 



{mr -\- np '\' r)dy 



45) 



oder 



^-1 
/ I iN •» 77 I pw"^ fl) €0 dx . anp ^ 7~^j 

(m + l)x^(o'^dx+' 1 'X'^Gf dx — 

p 

£: . a;"»H-2nQ,r ^^ ,^ V ^— ^ ^ ^ . 46) 

r r ^ 

Bildet man endlicli aus den beiden ersten Differentialen die Differential- 
summe und befreit sodann dy von den Eonstanten, so ist: 

7^ m-i-1 -r(rn'\-l)dx , poadxl . anp -r^ ^ 7 — ^7 

L X ' ro} J ' mrA-nv + r 



mr-\'np-^r L x ' r© J ' mr-^np-^-r 

cnp — . - — 1 

mr 



,^^^ , Dsx'^+^''c^'' dx = Dsx'^ia + fta;» + ca^^-Vtia;. 47) 



VIII. Auch die sub VI dargestellte Methode liefert noch eine zweite 
Integralformel. Multipliziert man nämlich die 61. 36 mit den zur 
Bildung der zweiten Funktion der Differentialsumme erforderlichen 

Eonstanten = ^ ' und führt man sodann mit Rücksicht auf die 

T 

Gl. 8 das ursprüngliche Differential als Hilfsdifferential ein, so ist: 

_ n(p4-r)a;^-^"co^ dx . (p + r)nhx"'~''a}''dx . {p + r)2ncx"'ai''dx , 

P 

, (/? + r)awa;"*""^'*a)''da; n{p-\-r)cdy ^^ip-\-r)2ncdy (p-{-r)ncdy aq\ 

f TT T 

Um nun auch der ersten Funktion der Differentialsumme die not- 
wendigen Eoeffizienten zu verschaffen, führt man ausgleichende Eilfs- 

differentiale ein, also: 

p 
(ni^2n+l)d0 + d^=- !^(^_±I)^. [^^ = x^-^-w^'^'dx], 49) 

rfg = _ i^^ + ^P — ^^' + ^)<^^ 50) 

/ o I INJ (mT 4- np — nr + T)dz n(p + T)dz ccn 

Substituiert man für das erste Differential der GL 48 den Wert aus der 
Gl. 51, so ist (s. Gl. 8): 
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L X "^ reo J "^ 



(m — 2w + Ijx"^ ^""co*^ dx + h 

i. £+1 
I (p + r)qwa;"* ^"o^e^a? {mr'\-np — nr+r)a^'^^^oi^ dx {p+r)ncdy ^^vv 
+ - — Ö^) 

Verfahrt man nun in der bekannten Weise^ so ist: 

r 

(jp + r)wc 

p p 

= 2)5 a;»" (a + 6a;« + ca;« "^ydx . 63) 

IX. Während die Integrationsformeln sub VI und VIII auf der Sub- 
stitution von x^^ beruhen (Gl. 35), können weitere Integrationen durch 
die Substitution 

x"* = ^ 54) 

bewirkt werden. Substituiert man nämlich diesen Wert von ai^ in die 
61. 1, so ist: 

und wenn man diese Gleichung mit den zur Bildung der ersten Funktion 
der Differentialsumme erforderlichen Eonstanten multipliziert: 

(m — w + l)a:'"— "CO'* dx — (m ^ n -{- l)ca;"*+'»c}''da: — 

p 
— (m — w + l)ax'^-''a)''dx == (m — w + l)bdy. 56) 

Nun ist aber: 

afn-n-^i ^ ^' ^ ^i^m _|_ 2ncaj"*+'», 57) 

aus welcher Relation hervorgeht, dass das zweite Differential in der Gl. 56 

bereits die erforderlichen variablen Bestandteile besitzt und nur durch 

die Methode der ausgleichenden Hilfsdifferentiale mit den notwendigen 

p 
Konstanten ausgestattet werden muss, wogegen das Differential nhx"^(o^dx 

(61. 57) leicht durch Einführung des ursprünglichen Differentials als 

Hilfsdifferentials herbeigeschafft werden kann.' Es ist also: 

2n(j) + r)ds _^ ^g (m — n + l)de; [dz = cx'"+'' oP dx\, 58) 

(^1 = _ (wr + 2wj> + nr-\- r)dz ^g. 

2n(p + r)dz _ (mr + inp + nr + r)dz (^ _ „ ^ 1)^^, 60) 
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Substituiert man nun für das zweite DifiFerential der Gl. 56 den Wert 
aus der 61. 60 und führt gleichzeitig das ursprüngliche Differential als 
Hilfsdifferential ein, so ist: 



p 



(rn-n + \)x^-'J^'dx + ^P + r)nha>--'äx _^ (i» + r)2nc^+'a.-ax _ 



P 



= (m^n + l)hdy + ^^ + ;^^^^^ == ^^^ + ^^^ + '^^^^ . 61) 
oder (Gl. 57) 

{mr -{• np -^ r)b La; ■" ra J 

(m^nA-Dar - ^^^ + ^^^ + wr + r)c E 

{mr -f- np -\- r)h \ '' -r- ' ^ -r • j^ 

p 

= Ds x'^ia + ferc" + cx^'^ydx. 62) 

X. Eine weitere Integrationsformel erlangt man dadurch, dass man 
dieselbe Substitution wie in den Gl. 54 und 55 vornimmt, dann aber die 
Gleichung mit den zur Bildung der zweiten Funktion der Differential- 
summe erforderlichen Konstanten ( = j multipliziert und über- 
dies mit Bücksicht auf die Gl. 57 das ursprüngliche Differential als Hilfs- 
differential einführt, also: 

2n(jp + r)a;"*~"ü)'' dx , {p + r)nhx'^a/' dx , {p + r)2ncx''"^''(o''dx , 

1 :;: 1 z r 



r 

P 
jn — n _.r 



i{p+r)2anx^ ^o/dx 2n(^p-{-T)hdy y{p + r)nhdy {p-^r)n'bdy no\ 

' r r "^ r r ^ 

Um nun auch dem ersten Differential der vorstehenden Gleichung die 
erforderlichen Koeffizienten zu verleihen, führt man ausgleichende Hilfs- 
differentiale ein, also: 

p 

(m — n+i)dz + d%' 2»(^_+r)df. [d;? = a;'»-»aj^'*' V»], 64) 



^fc ^ _ (mr-\r'inp + nr + r)de g.s 

Substituiert man für das erste Differential der Gl. 63 den Wert aus der 
Gl. 66, so ist (Gl. 57): 
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(m-« + lU-"-'«u'+^rf^+^^+''^-^"""'''°^'"'''^+^^+''^'''""'""'''"^''^- 

(mr + 2np + nr + 0^"* "«o*^ ^^ (p +r)nbdy ^-v 

r r ^ 

oder 

(p -i- r)nh L ic ^^ reo J 

' (p + r)no 

= Ds x"^ {a + &a;« + ca;^'*)'' da;. 68) 

• 

XL Schliesslich sind noch zwei Integrationsformeln für das trino- 
mische Differential zu entwickeln, welche sich von den bisher abgeleiteten 
namentlich dadurch unterscheiden , dass sie dreigliedrige Differential- 
summen (vgl. §. 30 61. 5) enthalten. Sie sind namentlich für die Inte- 
gration der im §. 43 und 44 behandelten Differentiale mit höheren Potenzen 
von (D sehr bequem und brauchbar. 

Man benutzt also zunächst die im §. 34 Gl. 15—17 enthaltenen Rela- 
tionen und es ergiebt sich, wenn man in die Crl. 1 mit Rücksicht auf 
§.34 Gl. 17 Variable und Konstanten einführt und dann die Gleichung 

mit — -*i_L_ multipliziert: 



r 



? + i 



Das zweite Differential der vorstehenden Gleichung, aus welchem dem- 
nächst die dritte Funktion der Differentialsumme gebildet werden wird 
(61. 74), hat nunmehr die zu diesem Zweck erforderliche Form. Um auch 
dem ersten Differential, aus dem die zweite Funktion der Differential- 
summe entstehen soll (Gl. 74), die notigen Eonstanten zu verschaffen, 

führt man ausgleichende Hilfsdifferentiale ein, also: 

p 
<;« + <?! = _ ^(P+Il^; [de^af^-^'^^a^^^X'dxl, 70) 

dl = ^^^^-±^, 71) 

^^ _ (2l> + 3r)dg ^ _ Hp + r)dz ^g. 

r r * 

Substituiert man für das erste Differential der Gl. 69 den Wert aus der 
Grl. 72 und führt man überdies zur Herbeischaffung der ersten Funktion 
der Differentialsumme Hilfsdifferentiale ein, so ist: 

Bergbohm, Integralrechnung. 10 
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p 






^+1 



(.. + 3,.».-n-H^.^ ■ >^^_(,_,^,)^-,,,^ + V,^ 



^^^5 -^^1— ..-..— • 



r 



73) 



Bildet man endlich aus den drei ersten Differentialen dieser Gleichung die 
Differentialsumme und substituiert man in dem vierten und fünften Differen- 
tial für A und k' die im §. 34 Gl. 15, 16 angegebenen Werte, so ergiebt 
sich nach einigen Reduktionen folgende Integrationsformel (A = 6 + 2cx^): 

(p + r)nJ L X ' X ' r© J ' 

p 
= rc'«(a + bx"" + Cir^~)'*e?a?. 74) 

XIL Setzt man endlich (vgl. unten §. 46 Abs. II): 

t = 2acx — Vx — 6ca?'»+^, 75) 

r'= 2ac — 6* — (w + l)6ca;~, 76) 

2wT (D — reo' + wfc^cD + 2n^bcx^G} = na^, 77) 

so ergiebt sich, wenn man in die Gl. 1 mit Bücksicht auf die Gl. 77 

Variable und Eonstanten einführt und dann mit — ^ multipliziert: 



? + i 



2n^(i?4-r)&ca?'"+'*(p'' dx {p + r)naJdy 



78) 



Auch hier muss wie sub XI das erste Differential durch die Methode der 
ausgleichenden Hilfsdifferentiale mit dem zur Bildung der Differential- 
summe erforderlichen Koeffizienten ausgestattet und dann noch ein Hilfs- 
differential hinzugefügt werden. Demgemäss ist: 

d;, + d| = _Üi(^L±^^. [dz^^x'-J'^'rdx], 79) 

^^ (2np4-2nr + f)rfg ^ in(p + r)dz „.% 

r r ' 
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Substituiert man nun für das erste Differential der GL 78 den Wert aus 
der 61. 81 und fügt überdies das bereits erwähnte Hilfsdifferential hinzu, 
so ist: 

mx'^-^tcf dx+x'^cD'^ X dx -{-^-^-^-^ ^^^ ^ 

' ' r r 

_ 2nHp + r)6ca;"*+"(o'' dx _ (2 w j? + 2 n r + r) a;^ m^ t <fa; _ 

r r 

«. 1 7+^7 (p-\-r)naJdy r>ck\ 

— mx'''-^z(o'^ dx = — >^^^— ^ ^ . 82) 

Bildet man schliesslich aus den ersten drei Differentialen die Differential- 
summe und substituiert man im sechsten und siebenten Differential für t 
und r ihre oben (Gl. 75, 76) angegebenen Werte, so ergiebt sich nach 
einigen Reduktionen folgende Integralformel: 

{p + r)naJ L a; ' r ' reo J 

_ (mr+2nff + 3nr + r)6c ^^ ^.n+nj+'^x + 

(p + r)naJ ' 

p 

+ 2ac{mr -\-2np-\'2nr -{-r) — b'^{mr -{-np-^nr-^r) j^ r'^^^j 
■ 7 ; ^ z J^S (ßj CD CvX 
{P'\'r)nad 

p 

= x^(a + bx"" + cx^'^ydx, 83) 

Gedächtnistafel. 

Abs. I und IL — Das zu integrierende trinomische Differential wird 
sub I als erste, sub II als zweite Funktion der Differentialsumme be- 
handelt und die noch fehlende Funktion durch Hinzufügung von Hilfs- 
differentialen herbeigeschafft. 

Abs. III und IV. — In beiden Fällen werden Variable und Kon- 
stanten eingeführt und dann sub III das erste, sub IV das zweite und 
dritte Differential durch Multiplikation der Gleichung mit dem erforder- 
lichen Koeffizienten ausgestattet, während der anderen Funktion der Diffe- 
rentialsumme die notwendigen Konstanten durch ausgleichende Hilfs- 
differentiale verschafft werden. 

Abs. V und VII. — In beiden Fällen Wiedereinführung des ursprüng- 
lichen Differentials als Hilfsdifferentials und Substitution des doppelten 
Wertes für od (GL 44). 

Abs. VI und VIII. — In beiden Fällen erfolgt die Substitution von 

x^^ in die Gleichung und es wird sodann sub VI das erste, sub VHI das 

zweite und dritte Differential durch Multiplikation der Gleichung mit den 

10* 
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erforderlichen Eoeffizieirten ausgestattet, während der anderen Funktion 
der Differentialsumme die notwendigen Eonstanten durch ausgleichende 
Hilfsdifferentiale verschafft werden. 

Abs. IX und X. - Substitution von x% sonst wie im vorhergehenden 
Absatz. 

Abs. XI und XII. In beiden Fällen werden Variable und Eonstanten 
eingeführt, doch wird die Gleichung zwischen den Variablen und Eon- 
stanten nicht wie sub III und IV blos aus dem Trinom gebildet (vgl. 
§. 34 61. 17 und oben 61. 77). — Bildung einer dreigliedrigen Diffe- 
rentialsumme. 

§.43. 
Integration von 



p 
(a + 6a;" + cx^^'Y 



I. Bei der Integration der 61eichung: 

^ — T = ^y 1) 

findet man eine Integrationsformel, durch welche der Exponent von c» 
vollständig und zwar gleichmässig (vgl. unten Abs. V und VI), jener 
von X wenigstens teilweise reduziert wird, und die sich deshalb nament- 
lich für Differentiale mit höheren Potenzen von co eignet, indem man 
nach §. 42 Abs. XI vorgeht. Man nimmt also dieselbe Substitution wie 
dort vor und multipliziert die 61eichung sodann, weil sich hier co im 

Nenner befindet, mit , so dass sich also ergiebt: 

2( j)-r)a;^~"+^rda; _ (p - r)a;"^~"+^;ia)^da; ^ {p-T)nAdx g. 

T T 

Da das zweite Differential nunmehr die erforderliche Form besitzt, so 
stattet man auch das erste mit dem notwendigen Eoeffizienten durch 
ausgleichende Hilfsdifferentiale aus, also: 

-^ — : dz = 

r 



d^ + d| = !(£ziiOif. 



£-1 



3) 



^g _ (2p-3r)d. ^ 4) 

de + (•^P-^O'^g ^ 2(ff - r)dz _ g^ 

Substituiert man nun fOr das erste Differential der 61. 2 den Wert aua 
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der 61. 5 und fQhrt man, um die dreigliedrige Differentialsumme zu ver- 
vollständigen, Hilfsdifferentiale ein, so ist: 

r r r 

to (0 Tay 

, (2p- %r)x'^-''-^^X'dx _ (m -- n + \)x'^-''ldx ^ (p^r)nddy gv 

£__i £ — 1 r ^ 

r r 

r m (o 

Bildet man schliesslich aus den drei ersten Differentialen die Differeutial- 
snmme und substituiert man überdies im vierten und fünften Differential 
ffir k und A' die im §. 34 61. 15, 16 angegebenen Werte, so ergiebt sich 
nach einigen Reduktionen folgende Integrationsformel (A = & + ^crc**): 

a;'''~"+Ur(m — w + l)da; , X' dx {p — r)(o'dx 



^m^n-r^l am — n + l)dx Idx __ (pj-r) o/dx"! __ 
i> , L X * X reo J 






2c(mf — 2np + 2nr + r) ^ x^dx (m— n+l)&r ^ «^ ^dx 

{p — r)nJ £ — 1 {p — r)nJ P_i 



r r 

03) ö) 



^J)S '^^ y 7) 

Setzt man in der vorstehenden Formel m ^=^ n — 1 , so ergiebt sich 
der im §. 34 61. 24 enthaltene Ausdruck. Setzt man m s= n, so erhält 
man die unten (Abs. VII) auf einem anderen Wege abgeleitete Formel. 

IL Um eine Integrationsformel zu finden, durch welche umgekehrt 

(Abs. I) der Exponent von x vollständig, jener von co wenigstens teilweise 

reduziert wird, muss man nach §. 42 Abs. II vorgehen (vgl. §. 37 Abs. I), 

p 
nur ist ebenso wie sab. I zu berücksichtigen, dass sich hier (o^ im Nenner 

befindet, folglich die diesem Ausdruck entsprechende zweite Funktion der 
Differentialsumme ein negatives Vorzeichen haben und die 61eichung des- 
halb mit — — multipliziert werden muss. Die 61. 9 §. 42 nimmt 

dann folgende 6estalt an: 

(in-2« + l)a;"*"^'*rfic (;> — r) nh x"^^"" d x (p — r)2ncx'''dx 



r r r 

00 reo r od 



+ 



, (p - r)nbx'''~'*dx {in — 2n + l)a;'"""^^^ (p — r)2ncd y q. 

E - — 1 '* 

r r 

oder (§. 42 Gl. 10): 
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£_i £ £ 

r r r 

m rm ra 

(m — 2n + l)x'^^^^dx (p — r)2ncdy q. 

Nimmt man nunmehr die Differentialsumme und befreit dy von den Eon- 
stanteU; so ist: 

r jy aj^'-an+i r(m-2n+\)dx _ (p-r)(o'dx l _ A 7) ^"^'"''^^ r 

(p — r)2nc £_j La; ro J 2c £ 

(,H — 2w + l)r ^ a;"*-^"(ia; 7. a;"*<ia; 1^. 

+ S xo / -05 = Ds • 10) 

cd'" {a + bx"" + ex^'^y 

III. Eine in vielen Fällen brauchbare Formel, durch welche der 
Exponent von x reduziert wird, jener von co unberührt bleibt, erlangt 

man dadurch, dass man nach §. 42 Abs. VI verfahrt (vgl. §. 37 Abs. II), 

p 
wobei jedoch wieder zu berücksichtigen ist^ dass co'" sich im Nenner be- 
findet. Die Gl. 37 §. 42 nimmt dann folgende Gestalt an: 

im — 2n + l)x'^~~^''dx (m — 2n+ l)&a;"*"""da; (m — 2n + l)ax'^'~^'' dx _ 

£_i £ £ 

r r r 

to Oü CO 

= (m — 2n + l)cdy. 11) 

Das erste Differential hat hier die zur Bildung der Differentialsumme 
nötige Gestalt. Dagegen muss der Koeffizient des zweiten Differentials 
durch die Methode der ausgleichenden Hilfsdifferentiale geändert und 
überdies mit Rücksicht auf die in §. 42 Gl. 8 enthaltene Relation das 
ursprüngliche Differential als Hilfsdifferential eingeführt werden. Es 
ist nun: 

- ^^ - ^^^^^ + dg = — (m — 2m + l)d0', 



j hx^^-'^dx 

du s=s 



09 



P 

r 



,12) 



d^ (""• - nj) - nr + r)d£ ^ ^g^ 

_ (p -r)ndz _ imr - np - nr + r)äz (n - 2n + l)dz. 14) 

Substituiert man für das zweite Differential der Gl. 11 den Wert aus der 
Gl. 14 und fährt man überdies mit Rücksicht auf die Relation: 

(p — r)2ncx^dx { p — r)2ncdy ^ - x 



ra 



p r 

r 
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Hilfsdifferentiale ein, so ergiebt sich: 



{p — r)2ncx dx 



m 



r 



rm 



p 

r 



reo 



p 
r 



(mr — np — nr + f)&a? dx (m — 2« + 1)«^ 



m — 2n 



dx 



roD 



p 

r 



09 



P 
r 



Verfahrt man nun in der bekannten Weise, so ist (§. 42 Gl. 8): 

jy a;>"~2n+i Hm — 2n + l)<£a? _ {p--r)(odx '\ _ 

r)c :? — 1 La? rm J 



(mr — 2np -}- 



OD 



{mr — np — nr -{- r)h 
{mr — 2np -}- r)c 



Ds 



X 



m — n 



dx 



(Oi 



P 

r 



(m — 2n + \)ar 
{mr — 2np + r)c 

x'^dx 



Ds 



X 



^"^""dx 



(O 



p 
r 



Ds 



p 



17) 



(a + bx^'+ex^'^y 

TV. Eine vierte Integrationsformel erlangt man^ wenn man nach 
§. 42 Abs. IV vorgeht (vgl. §. 37 Abs. III). Man fahrt also nach der 
bekannten Relation in die 61. 1 Variable und Konstanten ein: 

= ady, 18) 



09 



^-1 

r 



09 



P 

r 



09 



man multipliziert ferner die Gl. 18 mit — — und teilt sodann mit 

Rücksicht auf die Relation §. 42 Gl. 3 das zweite Differential: 

2w(p — r)x"'dx {p — r)nhx"''^''dx {p ~ r)2ncx'^+^''dx 



^-1 




P P 


^09*" 




rm*" roD*' 

{p — r) nb x^'^^ d X {p — r)2andy 
p r 



19) 



ro9 



Das zweite und dritte Differential haben nunmehr die zur Bildung der 
Differentialsumme nötige Form (§. 42 Gl. 3), während dem ersten Diffe- 
rential die nötigen Eonstanten durch die Methode der ausgleichenden 
Hilfsdifferentiale verschafft werden müssen. Zu diesem Zweck setzt man: 



(m + l)d^ + d| = — ^V-"^ 5 



de = 



oTdx 



^-1 



CO 



20) 
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dg 



(mr — 2np •■\'^nr + r)dz 



21) 



Substituiert man den Wert des ersten Differentials der 61. 19 aus der 
GL 22, so ist: 

(m + l)x"'dx (p — r)x'^'^^mdx (p — r)nbx'^'^'*dx 






to 



p 

jr 



P 
r 



(mr — 2np + 2nr + r)a:"*cJa; (p — r)2andt/ 



oder 



reo 



^-1 

r 



23) 



(p — r)2an 



Ds 



a?' 



»"H- 1 r(^ ^ 1) d^ (1> — r) £ö' <f a; 



p 



— 1 



c 



o; 



reo 



J 2a 



a:^+"da; 



CD 



CO 



r 



mr — 2nj9 + 2nr + ** j) x^dx j^ 



x'^dx 



iP — r)2an 



^-1 



CO 






34) 



(a + ftaj^+ca;^") 

V. Weitere wichtige und brauchbare Integrationsformeln, durch 
welche der Exponent von x vollständig und zwar gleichmässig, jener 
von CD wenigstens teilweise reduziert wird (vgl. Abs. I), erlangt man durch 
die im Abs. VIII und X des §. 42 dargestellten Methoden. Geht man 
zunächst nach §. 42 Abs. X vor, so setze man mit einer kleinen Ab- 
weichung von §. 42 Gl. 54: 

2wüo — xoa' — 2na 



X^ = 



nb 



25) 



und es ergiebt sich, wenn man diesen Wert von x^ in die Gl. 1 sub- 
stituiert und dann mit dem zur Bildung der zweiten Funktion erforder- 
lichen Koeffizienten f= ) multipliziert: 



2n(p — r)a;^""^(ga? _ (p — r)a;"*-"+^a>^da; _ 2na(p - r)x'"''''dx _ 



^-1 



reo 



reo 



p 

r 



P 



reo 
(p — r)nhdy 



26) 



Verschafft man nun auch der ersten Funktion durch ausgleichende Hilf^ 
differentiale die erforderlichen Koeffizienten, so ist: 



/ I i\j7 1 7J- 2n(« — r)dz 



da =» 



X 



"^-""dx 



CO 



^-1 

r 



27) 
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,j. {mr — 2up-\-nr -{-r)de 



28) 



(m — w + l)d;ef — ^^ ^—^ — -^-^ — = — -^ — 29) 

Substituiert man für das erste Diflferential der Gl. 26 den Wert aus der 
Gl. 29, so ist: 

[m — w + l)a?'"""da; (p — r)a;'"~'*+^a)'da; 2na(p — r)x"''-''dx 



^-1 


p p 
reo' reo'' 




(mr — 2np + nr + r)x^^^dx (p —- t)nhdy 



p 



30) 



roD 



oder 



iP 



— r)«6 P__i La; rto J b p 



00 



CO 



mr — 2np + nr -(- ** 
(jp — r)«& 



Ds 



rc 



m — n 



da; 



^-1 



= 2)5 



a;'"da; 



CD 






(a + 6a;« + ca;«»)'* ^^^ 

Diese Entwicklung ist für einen speziellen Fall (m = n) schon oben §. 34 
Abs. IV in einem anderen Zusammenhang gegeben worden und mau 
erhält die Relation in §. 34 Gl. 34, wenn man in der vorstehenden 
Gleichung gleichfalls m = w setzt. 

VI. Geht man nach §. 42 Abs. VIII vor und setzt man, um die Rech- 
nung etwas abzukürzen^ mit einer leichten Abweichung von §. 42 Gl. 35: 

noo — xto — na «ox 



a?2« = — 



nc 



SO ist, wenn man diesen Wert in der Gl. 1 substituiert und diese sodann 
mit dem zur Bildung der zweiten Funktion der Differentialsumme not- 
wendigen Koeffizienten \r=^- ) multipliziert: 



n{p — r)«' 



,m— 2n 



dx 



{p--T)x'^^^'^-^^aidx na{p - r)x 



m — 2n 



dx 



t^l 



reo 



reo 



p 

r 



reo 



p 

r 



(P -' r)ncdy 

g^^ ^MH^ ■ - ■-■■■■I--I-- — — « 

r 



33) 



Wendet man nun, um auch der ersten Funktion der Differentialsumme 
die erforderlichen Konstanten zu verschaffen^ die Methode der aus- 
gleichenden Hilfsdifferentiale an, so ist: 



(»t _ 2n + l)dg + d^ = "^^ - ''^^' ; 



de = 



«•»-«»dxl 



£-1 



00 



34) 
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(m-2n + iyg- ^'"*'~"^7*"' + *'^''' ° ^^^7''^''" - 36) 

Substituiert man* den Wert des ersten Differentials der 61. 33 aus der 
Gl 36, so ist: 

T r r 

CO r (0 r 09 

{mr — np — nr + r) x^"^^ d x (p — r)ncdy o7\ 



^-1 



ro/ 



oder 

T jy 0?"*-^^+^ r (m — 2n + l)(^a; {p — r)mdxl . a^ a;*"~^"da; . 
(p — r)nc £_i La; ra> J ' c P ' 

r r 

CD £0 

, mr — wü — «r + r ^^ x^'^^^dx r\ x"^dx oo\ 

j ^ !_ j)s — = jjs 38) 

{p — r)nc E^i i. 

o)'" (a + 6a;'* + ca;*")'" 

VII. Ist m = M, folglich die Gleichung: 

x^dx x^dx 



p p 



1 

dy 39) 



zu integrieren, so setzt man: 

t=bx + 2cx''+\ 40) 

r=b + 2c(n + l)x^, 41) 

J = 4ac — bK 42) 

Multipliziert man die Gl. 39 beiderseits mit n^, so ist: 

nJx^dx . ^ iftx 

= n^ädy. 4oj 



CO 



p 

r 



Nun ist aber, wie einige leichte Rechnungen beweisen: 

n^x^ = 4^ncx^(o — t(o\ 44) 

folglich, wenn man diesen Wert Ton n^x^ in der Gl. 43 substituiert: 

^ncx^dx tco'dx .j .k\ 
= nJdy . 45) 

r r 

CO £0 
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Multipliziert man nun die vorstehende Gleichung, um dem zweiten Diflfe- 
rential den zur Bildung der Differentialsumme notwendigen Koeffizienten 

zu verschaffen, mit , so ist: 

' r ' 

(P — r)^ncx^dx (p — r)toD'dx (p — r)nJdy ,^v 

roj** rat'' 

Um sodann auch das erste Differential auf die zu diesem Zweck erforder- 
liehe Form, nämlich — — zu bringen, benutzt man die Methode der aus- 

gleichenden Hilfsdifferentiale und setzt (61. 41): 

fe + 2c(^ + ^)x^dx . ,fc (p —r)4:ncx^dx .„. 

r r 

CD r (o 

TU 2c(2nü — 3nr — r)x^dx bdx .^s 

äi '—^ j—y 48) 

r r 

r© CO 

6 + 2c(n -\'l)x^dx , 2c(2njp — 3nr — r)a;**(?a; ftdo; (p — r)4nca;**dfa; ,qv 

r r r IT 

CO rm 05 rc9 

Substituiert man den Wert des ersten Differentials der Gl. 46 aus der 
Gl. 49, so ist (s. Gl. 41): 

^dx (p — r)t(D'dx ^^2c{2np — Snr — r)x^dx bdx (p — r)nJdy k^>, 

r r fr 

© reo rcö 0) 



oder 



r2np — 3wr — r)2c 7^ «"da; 



(p — r)nz/ £ — 1^ * reo J ' {p — r)nJ £ — i 

cd'- a)** 

^^ Ds-^^ = Ds ^^ -. 61) 



{p — r)nJ ^ — 1 ^ 

ö)'* {a + bx"" + cx^'^y 

Integriert man die Gl. 1 nach der in den Gl. 40 — 51 entwickelten 
Methode, so erhält mit einer unerheblichen formellen Abweichung die in 
der Gl. 7 enthaltene Integralformel. 

VIII. Zur Erläuterung der in den vorstehenden und folgenden Para- 
graphen dargestellten Methoden wird unten (§. 47) eine Beispielsamm- 
lung durch Integration jener trinomischen Differentiale gegeben werden, 
in welchen x im vierten Grade erscheint. Hier will ich nur einige tri- 
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nomische Differentiale vermittelst der neuen Methoden integrieren, in 
welchen x blos im zweiten Grade vorkommt. 
Ist z. B. 

XdX _ _ ?4^ _ ^y 52) 



Ya -\- bx -{- cx^ y<o 
zu integrieren, so substituiert man am zweckmässigsten den Wert von 

X = "^ 53) 

in die vorstehende Gleichung, also: 

?L^_^ = cdy. 54) 

2>/üo 2^0) 

Da das erste Differential unmittelbar auf die Differentialsumme gebracht 
werden kann (§. 31 Abs. II), so hat man: 

v^_l mA^=m ^^-^ 55) 

c 2c Ya, ya + bx + ex"" 

IX. Zur Integration der Gleichung 

x^dx ^^^ay 56) 



Ya + bx -{- cx^ Y^ 

geht man am zweckmässigsten nach Abs. III vor, substituiert für x^ den 
Wert nach §. 42 Gl. 35 und führt das ursprüngliche Differential als 
Hilfsdifferential ein, also: 

y— j , bxdx , 2cx^dx Bbxdx adx , , ^n^, o.,^-. p.i\ 

(odx A Tzr A ^ 7= 7=r = cdy + cdy = 2cdy, 57} 

2}/(ö 2l/a) 2}/ö) )/flö 

Bildet man aus den drei ersten Differentialen die Differentialsumme und 
befreit sodann dy von den Eonstanten, so ist: 

1 -Tk , Vdx . oa'dxl Sb -r. xdx a j^ dx ^^ x^dx cqx 

2c ^ Lx ^ 2a> J 4c Ym 2c y^y ■j/a + ftic + ca;'' 

Substituiert man den Wert für die -zweite Differentialsumme aus der 
Gl. 55, so ist das Integral nach einigen leichten Reduktionen ermittelt 
X. Ist die Gleichung: 

XdX XCLX 1 ^ c\\ 

Y- = dy o9) 



{a + bxA- cx")^ afi 

zu integrieren, so wendet man am einfachsten die im Abs, V dar- 
gestellte Methode an, indem man für x den in der Gl. 25 angegebenen 

Wert substituiert und dann die Gleichung mit -^ multipliziert, also: 

dx xcodx adx bdy ^^v 

~l= 1 3- *= O 60) 

V® 2©^ €0^ ^ 
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oder 

2 -g^ X rdx ca'dxl 2a ^^ dx -r. xdx ^^v 

-r- Ds — = — :r- Ds-^ = Ds T • 61) 

Substituiert man für die zweite DiflFerentialsumme den Wert aus §. 46 
61. 26, 30, so ist das Integral ermittelt. 

Man kann aber auch zur Auffindung des obigen Integrals die Methode 
sub VII anwenden, indem man setzt: 

t = bx + 2cx^', r=b + 4tcx, 62) 

jdx = Acx(o — ta}\ 63) 

Multipliziert man nun die 61. 59 beiderseits mit ^ und substituiert dann 
für ^x den Wert aus der Gl. 63, so ergiebt sich, wenn man gleichzeitig 

mit Y naultipliziert: 

2cxdx toadx Jdy ^.^ 

Verwandelt man endlich, um die Differentialsumme bilden zu können, 
den Zähler des ersten Differentials in t' (Gl. 62), so ist: 

%' dx tm'dx 2cxdx bdx Jdy np\ 

v<o 2(0^ V® y« ^ 

oder 

2 ^ ^ rt'dx oa'dxl 4c -r\ ^JcZa? 2b -r. dx -r. xdx ^^v 

^ Ya^l t 2a»J J y^ J y^ (a + bx + cx')^ ^ 

Substituiert man für die zweite Differentialsumme den Wert aus der 
61. 55, so ergiebt sich nach mehreren Reduktionen das nämliche Integral 
wie in dem früheren Fall. 

Zur Integration von — 3— wird am zweckmässigsten die sub VI oder 
sub I dargestellte Methode verwendet u. s. f. 



§.44. 

dx 
Integration von 



p 
x'^'ia + bx"" + cx^'^y 

I. Ist die Gleichung: 

dx dx 7 ^\ 
1 == l = dy 1) 

a:"*(a + bx"" + ca?^")'' x'^a,'' 

ZU integrieren, so findet man eine Integrationsformel, in welcher der 
Exponent von co vollständig, jener von x wenigstens teilweise reduziert 



m^gg^^i^,_ggg^^gg^i^-^ggggiig^^^i 
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wird (vgl. §. 43 Abs. I), indem man nach §.42 Abs. XII vorgeht. Man nimmt 
also dieselbe Substitution vor wie im §. 42 Gl. 77, 78 und multipliziert 

dann die Gleichung mit , also: 



2 



n(p — r)zdx (p — r)xco dx , n6*(p — r)dx , 2n'(p — T)hcdx 

fO? CO f^^ 00 fX 00 f^ 00 



r ' 

Gebraucht man, um das erste Differential der vorstehenden Gleichung mit 
dem zur Bildung der Differentialsumme erforderlichen Koeffizienten aus- 
zustatten, die Methode der ausgleichenden Hilfsdifferentiale, so ist: 



", X dx ^ 

dz = — 



^-1 



x'^a/' 



3) 



(2np — 2wr — r)dz 



di = ^ ^ — — #;c*^ ^\ 

j , (2np — 2nr — r)dz 2n(j9 — r)dz r\ 

az -\ = 0) 

Substituiert man für das erste Differential der Gl. 2 den Wert aus der 
Gl. 5 und führt man, um die dreigliedrige Differentialsumme zu vervoll- 
ständigen, Hilfsdifferentiale ein, so ist: 
z dx mzdx (p — r)z(o' dx ^^ nh^{p — r)dx^^2n^(p — r)hcdx . 

I n I n ' 



P_l -— l - - — 1 — — 1 

x'^co'' ic"*+^oo'' raj"*©'" rx^oa'' rx'^-'^co'' 

^^ (2np — 2nr — r)z'dx^^ mzdx {p — r)naJy n\ 

Bildet man schliesslich aus den drei ersten Differentialen die Differential- 
summe und substituiert man in das sechste und siebente Differential für r 
und X die oben im §. 42 GL 75, 76 angegebenen Werte, so ergiebt sich nach 
einigen Reduktionen folgende Integrationsformel (r = 2aca; — h^x — hcdf^^)'^ 

r 

{p — r)na/i 



■p. z Vz' dx mdx (p — r)(o'dxl 

£__jL T X reo J 



x"^^"- 



(wr + 2np — Snr — r)bc t\ ^^ \_ 

n I 



{p — r)naJ p 



— 1 



ä"'-'»«'* 



j. 2ac{mr -\'2np — 2nr — r) — h^{7nr-{-np — nr — r) j^ dx 

(P — r)nad P__i 



X 00 



= i)s — 7) 

P ^ 
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II. Zur Integration der 61. 1 kann man ferner auch die im §. 42 
Abs. III und IV dargestellten Methoden gebrauchen, welche den im §. 38 
Abs. I und II für das analoge binomische Differential gegebenen Ableitungs- 
weisen entsprechen. 

Man führt also zunächst (§. 42 Abs. III) mit Rücksicht auf die be- 
kannte Relation Variable und Eonstanten ein und multipliziert dann die 
Gleichung mit — (m — 1), also: 

+ - ^ h' ^ (m — l)ady. 8) 



^-1 



rc'^o)'* 



X CO 



x"'-^(o'' 



Das erste Differential ist dadurch in die richtige Form gebracht. Um 
aach das zweite und dritte Differential zur Bildung der Differential- 
summe tauglich zu machen, benutzt man die Methode der ausgleichenden 
Hilfsdifferentiale und setzt demgemäss: 

hx^~^dx~^ 

h at = {m — i)azi az == 



a) -(P^l^ +d%^(m-\)de-, 



x'^-^at" -1 



d% 



{mr -f- np — nr — r)dz 



9) 



10) 



(p — r^ndz , (mr + np — nr — r)dg , ,s, 

-^—^ h ^^ — ^^—^ (»» - \)dg; 



11) 



b) — ^ f {- d^ = (m — l)dz ; 



dz' 



cx^^-^x'^ 

p 

„m — 1 „r 
X OD -i 



rjt' ^ (wr + 2np — 2nr — r)dz 



, 12) 



13) 



(jp -r)2nde . (mr + 2np ^ 2nr — r)dz , .. , , 
1 = (W — \)d^. 



14) 



Substituiert man den Wert des zweiten und dritten Differentials der 61. 8 
aus den 61. 11 und 14, so ist: 



,n— 1 



(m — \)dx (p — r)w6ic dx (p — r)2ncx 



,2n — 1 



dx 



^-1 



+ 



x'^m'' 



rx 09 



rx 00 



, {mr+np — nr—r)bdx , (mr+2np— 2wr— r)cda? ^ _ /^ __ ^^^^y l5^ 



TX 00 



TX 00 



Bildet man aus den ersten drei Differentialen die Differentialsumme und 
befreit dann dy von den Eonstanten, so ist: 
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(m — l)a 



Ds 



(w — 1) dx {p — r) to'dx 



1 r (w — 1) dx 



x 00 



reo 



]- 



(mr + **p — nr — r)6 -pk ^^ 



{mr-^-^np — 'inr — r)c 



(wi — l)ar 



a;'"-"cD'" 



= 2)s 



(m — l)ar 
da; 



2)5 



dx 



^m — 2 n „r 



16) 



x'^ia + bx^'+cx^'^y 

IIL Geht man zur Integration der Gl. 1 nach §. 42 Abs. IV vor, so 
führt man wieder Variable und Eonstanten ein, multipliziert aber statt 

mit — (m — 1) mit — — , in welchem Falle sich ergiebt: 



,n — 1 



2n(p — r)dx (p — r)nbx dx (p — r)2ncx 



.2n— 1 



dx 



^-1 



TX 00 



M0 «.W"""! r«*" 



f^O/ 00 



.n — 1 



(p — r)n&rc ^/a; {p — r)2andy 

■ SSS3 - ■ • 

p r 



17) 



ra;"*~^a)'' 



Aus dem zweiten und dritten Differential kann die zweite Funktion der 
Differentialsumme ohne Weiteres gebildet werden. Um auch das erste 
Differential mit dem zu diesem Zweck erforderlichen Koeffizienten aus- 
zustatten, setzt man: 

dx 



f 'i\j \ ji' 2w(ü — r)dz 



r 



dz = 



^-1 



a^'^oo'- 



,j. (mr + 2np — 2nr — r)dz 

di = - — '—, 



r 



/ ^^J I (mr -{- 2np — 2nr — r)dz 2n(p — r)dz 
— (w — l)dz + ^^ ' — = — — 



18) 



19) 
20) 



Substitniert man für das erste Differential der Gl. 17 den Wert aus der 
Gl. 20, so ist: 

(« — Vjdx (p — r)(o'dx (p — r)w6ia; 1^ (tnr + 2mj> — 2nr — r)dx 



P 
X 00 



— 1 



P 

rx'^-^o)'' 



rx CO 



rx 00 



— 1 



(j) — r)2andy 



oder 



{p — r)2an 



Ds 



i-.-[- 



(w — 1) dx (p — r) <o dx 



X CO 



X 



_ (p — r) cd' dx l ^ JDs 

rat J 2a 



dx 



21) 



+ 



X 09 



_, wr + 2njp — 2nr — r j^ dx 



{p — r)2an 



^-1 



Ds 



dx 



22) 



«D 09 



a;'«(a + &a;« + ca:2«y 
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IV. Ist z. B. die Gleichung: 

dx dx 



, _ = dy 23) 

za integrieren, so geht man am einfachsten nach Abs. U vor, führt in die 
Gleichung Variable und Konstanten ein und multipliziert mit — 1, also: 

Vadx . bdx , 2cxdx . bdx ^ c\a\ 

— - — = ;= A — A ■r= = — ady 24) 

^ 2a;)/eö 2icl/o) 2a;}/a) ^ 

oder^ wenn man aus den drei ersten Differentialen die Dififerentialsumme 
bildet: 

Ds I— — _ 2)5 —;= = Ds -—==1=========' 25) 

V. Ist die Gleichung 

dx ^jL^^dy 26) 



zu integrieren y so geht man nach Abs. III vor und führt Variable und 
Eonstanten ein, also: 

dx bdx 2cxdx bdx ^ c\n\ 

T = ady 27) 



^\^ 2afi 20)^ 2 £»2 

oder 

dx oo'dx bdx 7 c\o\ 

— — ^ ^ = ady. 28) 

Die drei Differentiale links, sind nach §. 33 Abs. III, §. 31 Abs. II und 
§. 46 Abs. IV integrierbar. 



§.45. 



ya + bx''+ cx^'^dx 
Integration von — 



x"^ 



I. Zur Integration der Gleichung: 



Va + bx^+ cx^^dx Yoadx , ^v 



x"^ x"" 



kann man drei Integrationsformeln ermitteln, die den Integrationsformeln 
des analogen binomischen Differentials (§. 39 Abs. I— III) sehr ähnlich 
sind und auch auf die gleiche Weise abgeleitet werden. 

Um eine Integrationsformel zu finden, in welcher der Exponent von 
X und CD gleichzeitig reduziert wird, benutzt man die im §. 42 Abs. I 
dargestellte Methode (vgl. §. 39 Abs. I) und multipliziert zunächst die 
61. 1 mit — {m — 1), also: 

Bergbohm, Integralrechnting. 11 
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(m — l)(D''dx 



X 



m 



= — (m — i)dy 



2) 



Eierauf führt mau, um auch die erste Funktion der Differentialsumme 
zu bilden, mit Rücksicht auf die Relation: 



£-1 



pa/" <o dx 



rx 



m— 1 



^-1 
hnpo/ dx . 2cnp<o 



5-1 



dx 



rx 



m — n 



rx 



m — 2n 



3) 



Hilfsdifferentiale ein, nämlich: 

p 



5-1 



5-1 



5-1 



pa/ m dx (w — l)(D^dx hnpo/ dx ^cnpa/^ dx 



rx 



m — 1 



X 



m 



rx 



m — n 



jn — 2n 



oder 



rx 
== — (m — l)dy 



4) 



5-1 



_ 1 T) «>'' V pto'dx _ (m -- \)dx' \ , hnp ^ ^ , 

W — 1 ^ ^»n-l L reo X J "" (W — IW -^^ ^m-n "T 



l)r 



(D 



5-1 



1 2cnj) ^ flo^ dx j. Ya + ho^-^ cx^^dx 



{m — i)r 



X 



m — 2/1 



X 



5) 



II. Eine zweite Integrationsformel , in welcher der Exponent von x 
reduziert; jener yon od unberührt erscheint, findet man, wenn man nach 
§. 42 Abs. III vorgeht (s. §. 39 Abs. II). Man fQhrt zu diesem Zweck in 
die 61. 1 nach der bekannten Relation Variable und Eonstanten ein, also: 



^+1 
(0*' dx 



5 
bx''-^-'' 



(o dx 



ex 



p 

2» — l^r 



(o dx 



X 



m 



X 



m— 1 



X! 



xn—l 



= ady. 



6) 



Man multipliziert nunmehr, um die eine Funktion der Differentialsumme 
zu bilden, die vorstehende Gleichung mit — (m — 1), also: 



p 

.n— Ir 



(m — 1)605** ^a/'dx , (w — l)cx 

1 



p 

2n— l_r 



^+1 



dx 



X 



m — 1 



X 



m — 1 



X 



m 



= — (w — l)ady. 



7) 



um nun auch die zwei ersten Differentiale, aus welchen die andere Funktion 
der Differentialsumme gebildet werden soll, mit den erforderlichen Koeffi- 
zienten auszustatten, führt man ausgleichende Hilfsdifferentiale ein und 
setzt demgemäss: 



\ {p + r)ndz , ,j. , ^v , 

a) ^-^^ \'di^{m — l)d0] 



dz = 



5 n 
bx'"'^(o''dx 



X 



OD 
.»» — 1 



8) 
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di 



(mr — np — nr — r)dz 



(p + r)ndz , (mr — np — nr — r)dz / ^^ ^ 

+ ^^ ^—^ — = (m — l)ajs] 



r 



b) iP+ljl!^ + d^'^(„,-l)d/; 



r 



d0 = 



ex 



p -I 
CD ax 



X 



m—l 



) 



,^/ (mr — 2np — 2nr — r)dz' 

g aas - ^ 

{p-\'r)2nd/ . {mr — 2np — 2nr — r)dz' f i\jf 

-j = (fH — i)a0 . 



9) 
10) 



11) 
12) 
13) 



r • r 

Substituiert man für das erste und zweite Differential der GL 7 den Wert 
aus den Gl. 10 und 13, so ist: 



p p 

{p + r)nba^~^m''dx , (p + r)2nca:^'*"*-'* 

1 



ai''dx (w — l)m'' dx 



rx 



m — 1 



rx 



m — 1 



X 



m 



+ 



, (mr — np — nr—r)ho/dx , (mr— 2np — 2nr—r)ca}^dx , i\ i i a\ 

+ - ,,n^n + .^m-2n = - (w -l)ady. 14) 

oder 



rx 



rx 



^+1 



(p + r) fodx (w — 1) dx 



(m — 'l)a /^m— 1 L roD 



(m -• 1) 

(mr — np — nr — r)b 
(m — i)ar 



x 



]- 



^ <o*'dx {mr — 2np — 2nr — r)c y-v 



p 
a/'dx 



X 



m — n 



= Ds 



{m — l)ar 
")/a + &a;"+ cx'^'^dx 



X 



m — 2n 



X 



m 



16) 



III. Um endlich eine Integrationsformel zu erhalten, in welcher der 
Exponent von <o reduziert, jener von a;, wenigstens teilweise, unberührt 
erscheint, benutzt man die im §. 42 Abs. V dargestellte Methode (vgl. 
§. 39 Abs. ni). Man multipliziert zu diesem Zweck die Gl. 1 mit — (m — 1) 
und führt dann in der bekanuten Weise das ursprüngliche Differential 
als Hilfsdifferential ein, also: 



p 



P 
r 



"Inpoi^dx {m — \)(odx 2npdy ^ ^v , {mr — 2np — r)dy ^^v 

ra^ /p»» r \ J if ^ J 

oder, wenn man in dem ersten Differential o) durch seinen Wert ersetzt^ 



— 1 



^p{a-{-'bx^ '{-cx^^)a/' dx {m — l)c/dx {mr — 2np — r)dy 

oder 



rx 



X 



r 



17) 



11 



* 
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P_l -—1 ^ -—1 

pnhx!^'~^a/' dx ^^ p^ncx^^'^^a'' dx (m — l)(o^ dx y^hnpaT dx . 

^-1 



, 2awpcö (ia; (mr — 2wj9 — r)dy ,qn 

+ — ;v;^ — ^ r ^^> 

Bildet man schliesslich aus den zwei ersten Differentialen die erste, aus 
dem dritten die zweite Funktion der Differentialsumme und befreit dann 
dy von den Eonstanten, so ergiebt sich: 



^-1 



r T) ^^ Vpoidx (m — l)da;"| hnp t) ^^ dx _ 

mr — 2np — r ^m—it rca x J mr — 2np — r a;"*""** 



^-1 



2anp Ti ^^ ^^ 7) r « + ^^'*+ c^^"<^^ iq\ 

mr — 2np — r x^ x^ 

IV. Eine ähnliche Relation wie die vorstehende findet man, wenn 
man nach §. 42 Abs. VII vorgeht. Man multipliziert die Gl. 1 mit 
— (m — 1), führt das ursprüngliche Differential als Hilfsdifferential ein 
und substituiert in dem letzteren für co den zweiten im §. 42 Gl. 44 ent- 
haltenen Wert, also: 

{m — l)aydx ,\n / ^ ^\-7i npdy 



ä"* rx"" 



(wr — np — r)dy 

oder 



20) 



^-1 ^-1 ^-1 



{m — \)a/dx . po/ a/ dx j^ anpo/ dx cnpa/" dx 

^ (mr — np — r)dy g^s 

Bildet man aus den zwei ersten Differentialen die Differentialsumme, 
so ist: 

r j. o/ r pmdx {m — l)da;"| anp Th °^^ ^^ j_ 

mr — np — r .^w»— iL ro x J mr — w« — r I^ r 



a? 



^-1 



I o'^P j) ^ dx^ ^ j) (o + hx''+ cx^'^Ydx ggx 



mr — np — r x^^^^ x 

V. Ist z. B. die Gleichung: 

■|/a -{- bx -\- cx^dx l/oadx 



. =^y 23) 



i 
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zu integrieren, so multipliziert man am zweckmässigsten Zähler und 
Nenner des Differentials links mit ]/ai, also: 

adx I hdx . cxdx -. o^ix 

— ^ + -= + — =- = dy. 24) 

Die drei Differentiale links sind nach §. 33 Abs. III^ §. 32 Abs. III und 
nach §. 43 Abs. VIII integrierbar. 

VI. Ist die Gleichung: 



Va + &a; + cx^dx Ymdx , okn 



Ä* X' 



zu integrieren^ so wendet man am zweckmässigsten die im Abs. I dar- 
gestellte Methode an. Man multipliziert also die Gleichung mit — 1 
und führt Hilfsdifferentiale ein^ also: 

adx Ymdx hdx cdx , o^n 



2a;]/co ^ 2a;)/cD y<o 

oieTy wenn man aus den beiden ersten Differentialen die Differential- 
summe bildet: 

^Ds^&--^] + lDs-^ + cDs^ = Ds^'' + ^''t"''^^"'' 27) 

X L 2<o a; J • 2 ^y^ ^ y^ ^ 



3 ^ 

Auch Ds kann nach Abs. III u. IV (vgl. auch oben Abs. V), Ds ^g 

nach Abs. I u. II und zwar in einer einfacheren als der gewöhnlichen Form 
gefunden werden u. s. f. 



§. 46. 

dx - 

Integration von und (a + 6a;*» + cx^'^ydx. 

{a + bx^'+cx^'^y 

I. Die beiden vorstehenden Differentiale lassen sich sehr leicht da- 
durch integrieren, dass man in den Integrationsformeln der §. 42 — 44 
den Exponenten m = 0, folglich a?"* = 1 setzt. Ich benutze hier zur 
Integration der Gleichung: 

dx ^^^dy 1) 



p p 



die im §. 42 Abs. IV entwickelte Methode (vgl. §. 40 Abs. I) weil diese 
eine in vielen Fällen sehr brauchbare Integrationsformel liefert. Zu 
diesem Zweck führt man nach der bekannten Relation Variable und 
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Konstanten in die 61. 1 ein und multipliziert sie dann, um die zweite 
Funktion der Differentialsumme bilden zu können, mit — -, also: 



»n 



8n(|) — r)dx {p ^ r)nbx dx (p — r)2ncx^^dx (p — r)nhx^dx 



^-1 



reo' 



ra 



p 

r 



rm 



p 

r 



P 



rw 
2n(p — r)ady 



2) 



Um auch das erste Differential zur Bildung der Differentialsumme tauglich 
zu machen, setze man: 



j I J7ff 2n(ü — r)dz 



dz 



dx 



^-1 



CO 



3) 



,v (2np — 2nr — r)dg 

j . (2np — 2nr — r)dz 2n(p — r)dz 
az -J " • 



4) 

r r ^ 

Substituiert man für das erste Differential der 61. 2 den Wert aus der 
61. 5, so ist: 

dx {p — r)x(o dx {p — r)nhx^dx . (2nj9 — 2wr — r)dx 

i 



^-1 



C9 



reo 



p 

r 



rm 



p 

r 



^-1 

ro)*' 
(P — r)2awdy 



oder 



6) 



(P — r)2an 



jv a; rda? (P — r)cD'da; "| ^ t) ^**<^^ , 

£_j L"ä reo J Tä i~ "■ 



a> 



CO 



+ 



2njp — 2wr — r 

(p — r)2aw 



Ds 



da; 



^-1 



Bs 



dx 



7) 



CO 



IL Eine zweite brauchbare Integrationsformel für die 61. 1 erlangt 
man, indem man gleichsetzt (vgl. §. 42 61. 75, 76): 

X = 2acx — l^x — 6ca;'» + ^, 8) 

r' = 2ac — 6^ — 6c(w + 1)äi», 9) 

^ = 4ac — 6% 10) 

reo' = n^Qxx^ + cic^") — 2w6caj'*cj . 11) 

Die letztere 61eichung kann durch einige leichte Operationen gefunden 
werden. 

Führt man nun mit Rücksicht auf die folgende Relation, deren 
Richtigkeit sich von selbst ergiebt: 
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najd = M(4ac — - 6^)((o — 6a;'* — cx^^) = 

= (4iacn — nh^)(o — nJ(bx^ + cx^"*) 12) 

in die Gl. 1 Variable und Konstanten ein^ so ist: 

{4:acn — nb^dx nj(bx^ + cx^'')dx ., . o\ 

^^ ~ ^ ^ — = na^dy. 13) 



oa Od 



Führt man nunmehr in die vorstehende Gleichung das Hilfsdifferential 

2 M & C 3C d QC 

— ein, indem man dasselbe von dem ersten Differential links 



f-i 






subtrahiert, zu dem zweiten addiert, so ergiebt sich: 

Uacn — nb^—^nhcx^^dx nd{bx^ A- cx^^^dx — '^nhcx^oidx ., ^ .^ 

^- j—^ ^^ ^ '— = naJdy 14) 

oder mit Bücksicht auf die Gl. 11: 

(4acn — nh* — 2nhcx^)dx zmdx 



nazidy. 15) 



Um dem zweiten Differential die zur Bildung der Differentialsumme er- 
forderlichen Koeffizienten zu verleihen, multipliziert man die Gl. 15 mit 

, also: 

(4acn — nh* — 2nbcx^){p — r)dx (p — r)xto dx naJ(p — r)dy ^^v 



reo*" rto^ 



Dm nun auch das erste Differential auf die zur Bildung der Differential- 

t dx 
summe nötige Form, nämlich auf den Ausdruck — — zu bringen, be- 



^-1 



CD 



nQtzt man die Methode der ausgleichenden Hilfsdifferentiale und setzt 
demgemäss: 

[2ac - 6« - 6c(« + l)x'']dz + ti| = (^»<'—^'-^-^''o^)(P-r)äz . 

dx 



dz 



^-1 
cd'' 



17) 



ß^y {^np^^nr — r)bcx^dz . (2ac-"5*)(np — nr'-'T)dz-\-'^ac{np—nr)dz -^v 

Substituiert man für das erste Differential der Gl. 16 in der bekannten 
Weise die Werte aus den Gl. 17 und 18, so ist (Gl. 9): 
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x'dx {p — r)xaidx (2n^ — 3nr — r)hcx^dx 



£—1 ^«ö - — 1 



+ 



f^ {2ac — 6*)(«p — wr — r) + 2ac(np — nr) dx naJ(p — r)dy ^qs 



r ^—1 

00 



Bildet man schliesslich aus den zwei ersten Differentialen die Differential- 
summe und befreit dy von den Eonstanten; so ist: 

^ Ti ^ rr'e^a; (p — r)a/dx 



(p — r)naJ 



Ds 



T rx dx (p — r) oa da? "! (2n/) — 3nr — r)bc j. x^dx , 

r r 

(O (D 



(p — r)naz^ p_j £ ^ 

o)'* (a + &a;'*+ca;**)'* 

Geht man bei der Integration der 61. 1 nach §.42 Abs. XII vor oder 
setzt man im §. 44 61. 7 den Exponenten m = 0; so erhält man mit einer 
blos formellen Abweichung gleichfalls die vorstehende 61eichung. 

III. Ist die 61eichung: 

p p 

(a + bx^ + ca^^ydx = (o''dx = dy 21) 

zu integrieren, so benützt man die im §. 42 Abs. Y entwickelte Methode 
(vgl. §. 40 Abs. 11) und setzt demgemäss: 

Jax + ^'^^''''^'^ = dy + ^'^^^^ = (2nj? + r)dy ^ 



p p_j 

oder, wenn man im zweiten Differential a^ durch (a + 6a;"+ca;*")c}'' 

ersetzt: 

£-1 £-1 £-1 

- , j^ bnpx^fo'' dx j^ 2cnpx CO*" dx ^^ hnpx^feT dx _. 

. 2anp(o'' dx (2np + ^)dx oq\ 

~^ r r ' 

oder 



r 



Bs.J\^-^ + ^-^]-^,^m.^J-'ä. + 



2np -{- r \- X * r« J ' 2w2) + 



+ ^r + r -^^'^'* ^^ = Ds (a + 6a?« + ca;««yt?a; . 34) 



IV. Ist z. B. die 61eichung: 



"^^ ^ = rfy 25) 



{a-^lx + cx^^ ofi 
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zu integrieren, so setze man, um weitläufige Rechnungen zu vermeiden, 
in die 61. 20 die entsprechenden Werte für w, p, r und es ergiebt sich 
nach einigen Reduktionen die Relation: 

2(& + 2c^) ^ jy^ dx ggv 

Da im vorliegenden Falle rc»— i = l ist, so kann man zur Integration 
der Gl. 25 mit Vorteil auch die im §. 34 Abs. III dargestellte Methode 
gebrauchen und setzt demgemäss: 

l = b + 2cx', X'=2c, 27) 

2A'aj — Aaj'==z/. 28) 

Führt man nun in die GL 25 mit Rücksicht auf die Gl. 28 Variable 

und Konstanten ein und multipliziert sodann die Gleichung mit 4, so 

ergiebt sich: 



X'dx Xco'dx Jdy 



29) 



oder 

-Ds—=\ ~. ~ — \=Ds j • 30) 

J y^L X 2a, J (a + bx + cx^)^ 

V. Ist die Gleichung: 

OL X CL X -I rk-<\ 

■ 1 = -i = dy 31) 

(a + 6 a; + cx*)^ w^ 

zu integrieren, so führt man (§. 34 Abs. III) wieder Variable und Kon- 
stanten ein (Gl. 28), multipliziert die Gleichung, um der zweiten Funktion 
der Dififerentialsumme die erforderlichen Konstanten zu verschaffen, mit 

dem Exponenten des Nenners des ersten Differentials (=-7r) ^^^ wendet 

auf das erste Differential der Gleichung die Methode der ausgleichenden 
Hilfsdifferentiale an, also: 

X'dx ^X(odx j^ ^X'dx SJdy qc>\ 

CO* 2©* (ö* 

oder 

2 T>. X rx'dx Sa/dx! , Sc -r, dx -,^ dx oo\ 

BJ Jl X 2a, J-^SJ J ia + hx + cx^)^ ^ 

Substituiert man für die zweite Differentialsumme den Wert aus den 
61. 26, 30, so ergiebt sich nach einigen Reduktionen das bekannte Integral. 

VI. Ist die Gleichung: 

Ya + 6a; + cx^dx =■ j/co dx = dy 34) 

zu integrieren, so führt man (Abs. III) das ursprüngliche Differential 
als Hilfsdifferential ein und substituiert in dem letzteren für m seinen 
Wert (s. Gl. 22, 23), also: 
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,/— , , bxdx , icx*dx , hxäx , adx 7 , , r» , nr\ 

yadx + —-- + — -^ + -— ^ + -=-^dy-{-dy = 2dy 35) 

2yco 2]/ai 2y(ö y« 

oder 

ii)..l/« ['^ + ^] + 1 ^^ ^ + 1 ^^ ^ ^D.y« + 6. + c.*c?.. 36) 

Substituiert man für die zweite Diflferentialsumme den Wert aus §. 43 
Gl. 55, so ist das Integral gefunden. Noch einfacher gestaltet sich die 
Rechnung, wenn man die erwähnte Substitution für m mit Rücksicht auf 
die Relation (§. 42 Gl. 44): 

«' = ^ + ¥ + « 37) 

vornimmt. 

VII. Zur Integration der Gleichung: 

(a + hx + co^Y^dx = c^dx = dy 38) 

9etzt man (Gl. 22 und 37): 

— + — + ajy'ö)(ia; 

©2 ax H ~ = <^y + 3c?y = 4(?«/ 39) 

oder 

4 La;*2ü)J'8 ^ '4 ^ 

= 2)s (a + 6x + cit;2)-i'd'a; . 40) 

Substituiert man für die zweite und dritte Dififerentialsumme die ent- 
sprechenden Werte (s. Gl. 36 u. 42) ^ so ist das Integral nach einigen 
Reduktionen ermittelt. 

VIII. Ist endlich die Gleichung: 

x^a + 6a; + cx^dx = x^mdx = dy 41) 

zu integrieren^ so bewirkt man am einfachsten die Integration, indem 
man mit 2c multipliziert und ein Hilfsdifferential hinzufügt ^ also: 

6l/©(?a; + ^cx'^mdx — h^G^dx = '^^fo dx — t'^G^dx == 2cdy, 42) 

Das erste Differential in dem mittleren Ausdruck ist nach §. 31 Abs. 1^ 
das zweite nach dem obigen Abs. VI integrierbar. 

§.47. 
Beispiele. 

Die nachfolgenden Beispiele zur Erläuterung der in den §. 42—46 
dargestellten Integrationsmethoden sind aus dem Kreise jener Integrale 
gewählt, die entweder elliptische sind oder doch zu diesen in naher Be- 
ziehung stehen, weil seit Legendre die wissenschaftlichen Untersuchungen 
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sich Torherrschend auf die elliptischen Integrale in ihrer goniometrischen 
Form beziehen ; obgleich die algebraischen Ausdrücke doch die all- 
gemeineren sind. 

I. Ist die Gleichung: 

x^dx x^dx x*dx 7 ^v 

^^-— = dy 1) 



Ya + bx^ + caj* l/co j/w 

zu integrieren y (vgl. über die analogen Differentiale mit xdx, x^dx 
und x^dx im Zähler §. 34 Gl. 35, 38 und §.31 Gl. 34), so kann man zu- 
nächst nach §. 43 Abs. UI und §. 42 Abs. VI vorgehen und substituiert 
daher den Wert von: 

rc* i 2) 

in die Gl. 1, also: 

,/~ 7 bx*dx adx ^ «v 

V<odx ^ -=: = cdy, 3) 

ycD yai 

Das erste Differential der vorstehenden Gleichung hat bereits die zur 
Bildung der Differentialsumme notige Form. Die zweite Funktion der 
Differentialsumme muss, je nach der Hohe des Exponenten von x (vgl. 
unten Abs. II) folgende Gestalt haben: 

Xfodx bx^dx , 2cx*dx x^oodx bx^dx . 2cx^dx .n 

^^ = — 7= 7^- 5 7=^ = — 7= 7=— ^' 8. W. 4) 

2]/« yöö Ym 2]/a) Ym Yoa 

Um nun die Gl. 3 in dieser Weise umzugestalten, sclireibt man dieselbe, 
indem man das ursprüngliche Differential als Hilfsdifferential einführt: 

-/— , , bx^dx , 2cx*dx 2bx*dx adx j t n i o j cn 

Yiodx + —j^ + -—7= -j= -y=r = cdy + 2cdy = 3cdy 5) 

yco y<o yta y (Q 

oder 

1 ^ ^f—Vdx , (o dx'\ 26 y^ x^dx a j-. dx y^ , ri\ 

jr- Bs 0:1/(3} V- -^ — — r- Ds — -=- — -- Ds—=^ Dsdy. 6) 

3c »^ La? ' 2« J 8c j/c 3c yc ^ ^ 

X Ax 

Substituiert man für Ds — -rz^ den Wert aus §. 34 Gl. 38, so ist: 

l/co 

^-^•^^DsV^dx + ^Ds^^Ds , ^'^^ => 7) 

c c ^ ' c y^ Va + &a;« + ex* 

Noch einfacher gelangt man zu diesem Resultat, wenn man nach §. 43 
Abs. VI und §.42 Abs. VIII vorgeht Nimmt man zu diesem Zweck die im §.43 
61. 32 angedeutete Substitution für rc* in die Gl. 1 vor und multipliziert 

dann die Gleichung mit — "ö; ^^ ^®^- 

1/ — -I I xtddx i adx n o\ 

— Ycodx + — -=- + —= = cdy 8) 

2y<o y<o 

oder, wenn man, um das erste Differential zur Bildung der Differential- 
summe tauglich zu machen, ausgleichende Hilfsdifferentiale einführt: 
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Vfo dx + _ — 21^0 dx + --=- "= cdy . 9) 

Bildet man eudlich aus den zwei ersten Differentialen die Differential- 
summe, so ergiebt sich wie früher: 

ljDsx-Vm\^-^ + '^'\-^I)sy^dx + ^Ds^=^Ds ,_ '"*'^^ • 10) 

c »^ La; ' 2a)J c ^ ' c j/ß, }/a + 6a;* + cä* 

Denselben Ausdruck erhält man, wenn man bei der Integration nach 
§. 43 Abs. II und §. 42 Abs. II yorgeht. 

n. Ist die Gleichung: 

X^dX X^dx ^ 1i\ 

-^=>-—^dy 11) 



Ya + 6a;» + ex* y<o 

t 

ZU integrieren, so verfährt man ähnlich wie sub I und schreibt dieselbe: 

o t/— , 2hx^dx 2axdx ^ , io\ 

2xy(o dx -_ -z=— = 2cdy 12) 

oder mit Rücksicht auf 61. 4: 

n ,/— j , hx^dx , 2cx'^dx Sbx^dx 2axdx 

2xV<odx -\ pir- H -= ;= -=^ = 

You ym ym yca 

= 2cdy + 2cdy = 4cdj/. 13) 

Bildet man nun aus den drei ersten Differentialen die Differentialsumme 
und befreit dy von den Eonstanten, so ist: 

= n. '"•'^^ 14) 

Substituiert man für die zweite und dritte Differentialsumme den Wert 
aus §. 31 61. 34 und §. 34 61. 38, so ist nach einigen Reduktionen: 

yö5{2cx^— 3h) . 36*~4 ac, 6 + cä* + 2l/c^ ^ x'^dx ^^s 

8c* "^ 32c*l/c~^ ^^6 + 2cä« — 2>/^~ ^ y ^^6^"^^^ ' 

Wählt man zur Integration der 61. 11 die im §. 43 Abs. II und 42 
Abs. II dargestellte Methode, so schreibt man die 61. 11: 

2cx^dx ^ j .n\ 

— — - = 2cdy 16) 

oder (61. 4): 

ci^t/~j^ I hx^dx , 2ca;^da; c% -■/"" 7 bx^dx ,^ , ^r,\ 

2xy(odx •\ j^ -j — 2xyGidx z_— = 2cdy. 17) 

ym y© yco 

Verfährt man in der bekannten Weise, so ist: 
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2c ' L X ^ 2(o J c ^ 2c i/m 



aj6 



= 2)5 18) 

j/a + 6a;* + cx^ 

Substituiert man den Wert für die zweite Dififerentialsumme aus der 
weiter unten folgenden Gl. 57, für die dritte aus §.31 Gl. 34, so ergiebt 
sich das nämliche Integral wie in der Gl. 15. 

Auch nach §. 43 Abs. VI und §. 42 Abs. VIII kann dieses Integral 
ermittelt werden, indem man die Gl. 32 §. 43 mit x multipliziert und 
dann die Substitution vornimmt. 

III. Zur Integration der Gleichung (vgl. §. 33 Gl. 51): 



a;*")/a + öa;^ + Cic* a;*}/eo 

benützt man am zweckmässigsten die im §. 44 Abs. II und §. 42 Abs. III 
entwickelte Methode. Man führt demgemäss in die Gleichung Variable 
und Eonstanten ein und multipliziert sie mit — 1, also: 



yäidx , hxdx , cx^dx 7 on\ 

- ^^^2- + -Ty=- + --r «^y 20) 

^ xytß xyco 

oder 

Voadx , bxdx , 2cx^dx cx*dx , cv^x 

— '^-zi- + —1^ H 7r 77^ = - «^y- 21) 

^ xym xyo} ym 

Kontrahiert man das zweite und dritte Differential in den Ausdruck 
— und verfährt dann in der bekannten Weise, so ist: 

1 7^ ymfoadx dxl . c j^ x*dx 7^ , oo\ 

-ä^'^l-2^-^l + ä^'-y^==^'^V, 22) 

oder wenn man für die zweite Differentialsumme den Wert aus §. 34 61. 38 
substituiert, so ist: 

Vw(b + ex*) , Sc -r. -,/" j 2c -r\ d^ r^ dx no\ 

— ^^7i — - 4- -r Dsycodx t-Ds—= = Ds — - 23) 

abx ^ ab ^ b y^i a?*>/a + &a;« + ca?* 

Will man die Gl. 19 nach der im §. 44 Abs. III und §. 42 Abs. IV ent- 
wickelten Methode integrieren, so multipliziert man sie nach Einführung 
von Variablen und Konstanten mit — 2, also: 

Vcadx , bxdx , 2cx^dx Vmdx , bdx ^ , ^.^ 

- ^^^i- + -jT- + — 17^ - ■'^^i- + -Tr=- 2«<^y- 24) 

^ xyo} xyco ^ yco 

Bildet man aus den drei ersten Differentialen die Differentialsumme und 
befreit dy von den Konstanten, so ist: 
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Ji_ 7) Vtofm'dx dxl 1^ 1 T) Voadx h -p. dx 

2a a; L 200 a; J '' 2a x* 2a i/^ 

= Z)s — =J^=- 25) 

Substituiert man den Wert der zweiten Differentialsumme aus der unten 
folgenden 61. 42, so ergiebt sich das nämliche Integral wie in der 
Gl. 23. 

IV. Will man die Integration der Gleichung: 

--=M== ^ ^^ •= dy 26) 

x^ya + hx* + ex* x^Ym 

nach §. 44 Abs. II und nach §. 42 Abs. III vornehmen, so giebt man ihr 
folgende Gestalt: 

2ymdx . hxdx . 2cx^dx . hdx c\ n ckn\ 

^^ + -TJ= + —fj=^ + ~Tr ^^^y ^'> 

^ x^yto x^yco xyta 

oder 

_ 1 l^r«^ _ si^l _ 6 j5^ _ 28) 

2a Ä* L 2a> aj J 2a xYm 

Substituiert man den Wert für die zweite Differentialsumme aus §. 33 
61. 51, so ist: 

- y^ ?L, w ^£±1^!^!!]^ = 2)5 ^^ 29) 

2aÄ« SaVa 2a + 6^2+ 2")/a» x^^a + bx^ + ex* 

Die im §. 44 Abs. III und §. 42 Abs. IV entwickelte Methode ergiebt in 
diesem Fall die nämliche Rechnung. 

V. Die Integration der Gleichung: 

• ^^ ^J^=.dy 30) 

x*ya + hx^ + ex* icVffl 
ergiebt nach §. 44 Abs. II und §. 42 Abs. III: 

8l/fl)da; , hxdx , 2ex^dx , 2bdx . edx „ ^ oi\ 

oder 

_ 1 >^r^_3^-|_26 _d^_ c^ i^_^ 32) 

3a a;^ L 2«) a; J 3a aj^j/o) 3a |/o, y J 

Substituiert man den Wert der zweiten Differentialsumme aus der 61. 23, 
so ergiebt sich folgendes Integral: 

*)/ffl(2cö — 3a) 2c XN ,/— -7 . e T^ dx t\ dx oo\ 

- — V^^^i — iDsycjdx-] — Ds—= = Ds — 33) 
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Will man dieselbe Integration nach §• 44 Abs. III und § 42 Abs. IV 
Yornehmen, so ist: 

sVmdx , hxdx , 2cx^dx . Voadx , bdx o 7 oj\ 

oder 

1 T\ Vonrm'dx Sdxl 1 T^ l/oxia; b y. dx 

2a x^ L 2(o X J 2a x* 2a x^Vca 

= Ds ^^ 35) 

x*ya + bx* + <^^* 

Substituiert man für die zweite und dritte Differentialsumme den Wert 
aus der weiter folgenden Gl. 50 und aus der obigen 61. 23; so ergiebt 
sich das nämliche Integral wie in der 61. 33. 
VI. Ist die 61eichung: 

Va 4- bx* + cx*dx Yadx , rt/?\ 

X — ' ^- = ^y 36) 

zu integrieren, so geht man ähnlich wie im §. 45 Abs. HI (61. 17 u. 18) 

vor und setzt: 

adx . bxdx , cx^dx ^ orrN 

— 7= H ;=- i ;=- — dy. 37) 

Substituiert man den Wert der Differentialsumme für die drei Differentiale 
links aus §. 33 61. 51, §. 34 61. 35, §. 31 61. 34, so ist: 

y^ , yä , 2a + bx* •— 2yä 5 , b , b + 2cx^ + 2^05 

~2" ' * ^ 2a + bx^ + 2yä^ SYc b + 2cx* — 2Vc^ ~ 



= DS 1^^+ ft^'+ CX*dX ggv 

X 

VII. Die 61eichung: 

Va + bx* -\- cx^dx Väidx , on\ 
1;^ ^4« dy 39) 



«• x^ 



wird am zweckmässigsten nach §. 45 Abs. I und §. 42 Abs. II integriert. 
Man multipliziert dieselbe mit — 1 und führt dann Hilfsdifferentiale 
ein, also: 

m dx Vmdx bdx 2cx^dx ^ .^v 

i-TF- — ^1 T^ rr ^y 40) 

2xy(D * ym yo) 

oder 

-Ds^l'^^^] + 2cDs^ + hDs^=^Dsdy. 41) 

Substituiert man für die zweite Differentialsumme den Wert aus §. 34 
Gl. 38, so ist: 



yca(b + 2cx*) , 6c -r. ,/— -T I 6* — ^cic -n dx 7^ Va+bx^+cx^dx ^o\ 

~-^ '-hj-Dsymdx + —^Ds-^^Ds ' "^ / 42) 
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VIII. Ist die Gleichung: 



Ya + &a3*+ cx*dx j/cöda; , .q\ 



x^ x^ 



- 2dy 44) 



zu integrieren, so setzt man ähnlich wie sub VII: 

adx 2y(odx hdx 2cxdx 

2x^y€a ^^ xyä yä 

oder 

_i2)5]^r^_^l + ^2)5_^ + cI)5^-i)5dy. 45) 

2 X* l 2a} a;J'2 xym y« 

Substituiert man den Wert für die zweite und dritte Diflferentialsumme 
aus §. 33 GL 51 und §. 34 61. 35, so ergiebt sich: 



y^ . c_ , 2a + hx^ — 2]/a cD b , 6 + 2 ca?* + 2j/c 



CO 



2a;* ' 4}/^ 2a + fcä* + 2>/aw 8|/c h + 2cx* — 2ycä 

TL ya -i-hx* + cx*dx j,n\ 

= Ds '' ^ ^3 46) 

IX. Will man die Gleichung: 

nach der im §. 45 Abs. I und §. 42 Abs. II entwickelten Methode inte- 
grieren, so setzt man: 

m dx syoadx hdx 2cdx qj aQ') 

2x^yä ^* x^a ~ ]/« '^ ^ 

oder 

-^Dsy^\^_^J^] + ^Ds-^ + ^-^Ds^ = Dsdy. 49) 

^ ic» L 2(ö a? J ' 3 a.8|/(» 3 y^ ^ ^ 

Substituiert man den Wert für die zweite Dififerentialsumme aus der 
obigen Gl. 23, so ist: 

_^ + li),yi^d^„2)sV«T6Z+lfi^. 50) 

Sax^ * a ' X* 

Noch einfacher ist dieses Resultat durch die im §. 45 Abs. II und §. 42 
Abs. IV entwickelte Methode zu erreichen. Man führt zu diesem Zweck 
Variable und Konstanten ein, also: 

Scai^dx , bbxyoodx , ßcx^ymdx ^ ,/— , o t ei\ 

^4 1 ^8 1 ^8 Scy(odx= — 3ady 51) 

oder 

oa x^ L 2co X J ^ a ' x* 

X. Ist die Gleichung: 

xYa + bx^ + cx^dx = xYo) dx = dy 53) 
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za integriereD, so geht man nach §. 42 Abs. V vor und setzt demgemäss: 

2xycodx -\ ^ — - — -zz^ — = 2dy + 2(?y = Ady 54) 

oder 

o -i/~-f I hx^dx . 2cx^dx . 2axdx . hx^dx ,, kkn 

2xy(odx + — ^ + -—=- + —^=r- + ~— 4rfy. 55) 

yco yw ycD y© 

Nimmt man die Differentialsumme und befreit dy von der Eonstante, 
so ist: 

-Dsx*l/^[— + ^ + -D«^ + -Ds^«=i)sdy. 56) 

Substituiert man für die zweite und dritte Differentialsumme den Wert 
aus §. 34 GL 35 und aus §. 31 Gl. 34, so ist: 

^^^^^'- -A =log—— — — ^—= = Dsxya + hx^ + cx^dx. 57) 

XI. Um die Gleichung: 



x^ Ya + hx^ + cic* 6?a; ==» x^ Yiodx == (iy 58) 

zu integrieren, geht man nach §. 42 Abs. VI vor und setzt (§. 42 Gl. 36, 37) 
mit Rücksicht auf die Relation: 

0* = '"-^^-'' , 59) 

(o^dx , hxVfodx . aVmdx , ^ri\ 

— --.- H '- h --, = - cdy. 60) 

Verleiht man nunmehr dem zweiten Differential durch die Methode der 
ausgleichenden Hiifsdifferentiale den zur Bildung der Differentialsumme 
erforderlichen Koeffizienten und führt man überdies das ursprüngliche 
Differential als Hilfsdifferential ein, so ist: 

a;2 ' 2x ' 2x "^ ^ '^ ' a;' 

= -— cdy + 6cdy = 5cdy 61) 



afidx ^^S.2hxYöödx ^^ S .^cx^yoadx oivi/"^ , aYcödx 

Z2 I k:: I hi;» ^^ ycoax i -^ 



oder 

Substituiert man den Wert für die zweite Differentialsumme aus der 
obigen Gl. 42 und setzt man der Abkürzung wegen (s. §. 46 Gl. 8): 

r = 2acx — b^x — hcx^, 63) 

so ergiebt sich: 

^ + «(«"^ - ^') DsV^dx-^Ds-^^x»ya + hx^ + c;^dx. 64) 

55c ' 66c ^ 56c |/a) 

Bergbohm, Integralreohnung. 12 
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XII. Zur Integration der Gleichung: 



x^ ya + iiz:^ + cx^dx = x^ j/cö dx = dy 65) 

geht man (vgl. §. 31 Abs. VI) am einfachsten nach §. 42 Abs. II vor und 
setzt demgemäss: 

2'bx'y(odx + 4iCX^y(odx — 2hxyGidx = Acdy. 66) 

Da die zwei ersten Differentiale, welche ^^Ycjo'dx sind, nach §.31 
Abs. I sofort integriert werden können, so bedarf es nicht mehr der 
Hinzufügung weiterer Hilfsdifferentiale, vielmehr ist: 

Y- DsYcDco'dx — ^ Ds xYmdx = Ds dy, 67) 

Substituiert man den Wert für die beiden Differentialsummen links aus 
den §. 31 Gl. 8 und der obigen Gl. 57, so ist: 

ym{Bcö5—Sh^—bcx^) hJ , h + 2cx* + 2y'cm 

= JDs x^ ya + hx^ + cc^dx. 68) 
XIII. Bei der Integration der Gleichung: 

dx =^=^y 69) 



geht man am zweckmässigsten nach §. 46 Abs. II vor. Substituiert man, 
um eine weitläufige Rechnung zu vermeiden, in der Gl. 20 des §. 46 die 
entsprechenden Werte, so ergiebt sich, wenn man die in der Gl. 63 ent- 
haltene Abkürzung benutzt: 

r I &c 7^ x^dx . 2c -r^ dx 7^ , „an 

-—j= + ^Ds-^ + -Ds-=^Dsdy 70) 

adycD ^^ yco ^ ym 

und wenn man für die zweite Differentialsumme den Wert aus §. 34 Gl. 38 
substituiert: 

cxia — cx^)^hxCb + 2cx^) , 3c 7^ ■,/~-i t\ dx rri\ 

— ^^ '^,J^ ^ '- + -2J)sY(Ddx==I)s 3. 71) 



XIV. Ist die Gleichung: 

xdx xdx 



{a+bx^ + cx*)^ 



= dy 72) 



CO 



zu integrieren, so geht man am besten nach §. 34 Abs. III vor und setzt 

demgemäss: 

X = b + 2cx^] X' = 4cx, 73) 

2A'a)- Aco' = 2^^; a; = ^ — ^. 74) 
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Substituiert man diesen letzteren Wert in die Gl. 72 ^ so ist: 

y« 20)2 

Verfährt man nun in der bekannten Weise, so ist: 

1. Bs -^^^ - ^'\ ^^-±i'S- ^ Bs — '^ ,. 76) 



XV. Die Gleichung: 



X ObX X CbX 1 nn\ 

— — 3- = äy 77) 



wird am zweckmässigsten nach §. 43 Abs. YII oder Abs. I integriert. Setzt 
man demgemäss zur Abkürzung (§. 43 61. 40): 

t = bx + 2cx\ 78) 

so ergiebt sich: 



Substituiert man den Wert für die zweite Differentialsumme aus §. 34 
61. 38; so ergiebt sich: 

-—^ —^-=1 — ^ — 'TZ^ -DS yO) dx + T DS — pr = 

= 2)5 ?!^^ . 80) 

(a + bx* + cx^y 



XVI. Die Gleichung: 



x^dx x^dx j o-N 

= — T- = dy 81) 



ist durch Hinzufügung eines Hilfsdifferentials leicht zu integrieren, indem 
man schreibt: 

2bxdx , ^cx^dx 2bxdx mdx 2bxdx . ■, oo\ 

— F- -\ 3 1 ^ -1 3— = 4cdy. 82) 

o* ca^ (o^ ©^ o^ 

In dem mittleren Ausdruck ist das erste Differential nach §. 31 Abs. 11^ 
das zweite nach Abs. XIV integrierbar. 
Die Gleichung: 

X CLX X OL X 1 Cicts 

= —.- == dy 83) 



(a + bx^ + cx*)^ £0^ 

ist nach §. 43 Abs. I, II, III u. s. f. integrierbar. 
XVII. Die Gleichung: 



dX = ^ _ ^y 84) 



x(a + bx* + cx*y xoai^ 

12 
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kann nach den drei im §, 44 aogegebenen Methoden, namentlich nach Abs. I 
und III integriert werden. Das Gleiche ist mit — -=r u. s, f, der Fall. 

Auch alle übrigen Kombinationen mit der Irrationalität "^a + hos? + cocl^ 
können durch die in dieser Abhandlung dargestellten Methoden leicht 
integriert werden. Obgleich nur - ein Teil dieser Differentiale sich in 
geschlossenen Ausdrücken integrieren lässt, während die Integrale der übrigen 

entweder zwei nicht integrierbare Differentiale (nämlich '^^dx und --=| 

oder doch wenigstens eines enthalten, so wäre es doch sehr erwünscht, 
wenn die Integraltafeln durch die Integrale dieser Differentiale (sowie 

auch durch jene der Differentiale mit der Irrationalität ^a + hx^ -\- cx^ 
u. s. f.) ergänzt würden. 

§.48. 
Zeichenkombinationen der trinomisohen Differentiale. 

I. Da ich in dieser Schrift überall voraussetze, dass die Koeffizienten 

a, hy c positive Grossen sind, so wäre es an sich geraten, die in den 

vorhergehenden Paragraphen dargestellten Methoden auch auf alle Zeichen- 

p 
kombinationen der Irrationalität (+ a + fta?** + cx^^y anzuwenden. Denn 

im Laufe dieser Darstellung haben wir bei den ürintegralen oft gesehen, 

dass eine Veränderung der Vorzeichen auch eine gänzliche Verschiedenheit 

der Integrale zur Folge hat (s. z. B. §. 32 Gl. 10, 11 und 15, 24—27 und 

32 — 34 u. s. f.). Um jedoch eine übermässige Weitläufigkeit zu vermeiden, 

werde ich bloss einige typische Beispiele geben, die dann als Muster für 

die Behandlung anderer Fälle dienen können. 

Ist z. B. die Gleichung: 

l> = —T- = äy 1) 

{a-hx^'+cx^^'Y ö)'- 

zu integrieren und verfährt man nach §. 43 Abs. III, so nimmt mit Rück- 
sicht auf die Relationen: 

CO) = — nhx'^—^ + 2n^a?^"— ^, 2) 



CO + ^^^ — a 



die im §. 43 Gl. 11 enthaltene Formel folgende Gestalt an: 

(w-2n + l)a?"*""^'*<^g? I (m — 2OT + l)&a?^--^(?a; _ (m — 2n + l)aa;^~^"d a; 

OO** CO** to^ 

= (m — 2w + l)dy. 4) 
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Um das zweite DiJBPerential mit dem erforderlichen Koeffizienten aus- 
zustatten ^ benutzt man die Methode der ausgleichenden Hilfsdifferentiale 
und setzt demgemäss: 



(P-^)""^' + di = {m-2n + l)d0', 



dz = 



hx^^-'^dx 



00 



p 

r 



d% 



{mr — np — nr •\- r)dz 



(p — r)ndz , imr — np — nr + r)dz r c% i i\j 

^— ' 1- ^^ — ^ — = (w — 2n + \)dz. 



5) 



6) 
7) 



Substituiert man den Wert für das erste Differential der Gl. 4 aus der 
61. 7 und führt man zur Vervollständigung der zweiten Funktion der 
Differentialsumme das ursprüngliche Differential als Hilfsdifferential ein, 
so ergiebt sich: 

I n m I 



£-1 



CO 



P 



P 
.r 



+ 



ro rm 



{mr — np — wr + r) 6« dx (m — 2 n + 1) ax 



dx 



reo 



p 

r 



00 



p 

r 



oder 



{^r — 2nj) + 



= (^ _ 2w + V)cdy - (^Lr-_^lÜ^^ = (mr-2n^ + r)cdy 

_ D ^^^^ r (w — 2n + l)^a? _ (p — r)m da; 1 , 
r)c P__j La; reo J ' 



8) 



00 



^^{^mr — np — wr + **)& j\ ^ dx (w — 2n+l)ar ^^ aj' 



jn — 2n 



e^o; 



(wr — 2np + r)c 



00 



p 

r 



^'Ds 



{mr — 2np + r)c 
ixT'dx 



CO 



p 

r 



(a — hx^'+cx^'') 
Auf ganz analoge Weise findet man auch das Integral: 



p 

r 



9) 



(wr — 2wp + r)c 



Ds 



Ä 



1"-*"+*^« — 2»»+l)da; (p — f)(o'rfa; 



£-1 



[ 



a; 



reo J ' 



00 



+ 



(wr — np -~ nr -^ r)h -p. x dx 



(mr — 2np + r)c 



Ds 



(O 



p 

r 



, (w--2nH-l)ar ^^ ^ 
"^ (wr — 2wü-l-r)c 



,m — 2n 



dx 



= Ds 



I w jp + r) 



CO 



r 



10) 



(a + ft«»— c«*»)'" 



— 168 — 

n. Aus den vorstehenden Formeln lassen sich manche Brelationen 
der elliptischen Integrale in ihrer goniometrischen Form durch einfache 
Substitution ableiten. Ist z. B.: 

fiin!^xdx sin^xd sin x sin'^icd sin a? , ^.v 

dx ^1 — (1 4- g2) Bin*« + fi«7i^ yW ^ ^ 

ZU integrieren, so setzt man in der 61. 9 x *= sin x, m^= m^ n = 2, 
p = 1, r = 2, a= Ij 6 = 1 + £^, c «= «^ und es ergiebt sich dann: 

1 • «. «-•■/= m — S -r^ 6m^~^xd Bin X . 

sin"*""^ xd sin x -r^ sin"* a;i ein x 



(w — 2)(l + g') 2)^ sin*" ^a;dsina; ^ ^^ 

^^ r«!. — I^P* t/IT 



= ^s^— 12) 

Ersetzt man in der vorstehenden Gleichung überall — -p=r- durch -r-, 



V 



09 



SO erlangt die vorstehende Relation ihre gewöhnliche Gestalt. 
ni. Ist die Gleichung: 

cos*" xdx cos"* xd cos x 



Jx y(i-_£2)4. (2e«-~l)co8*x — f*cos*a; 

cos"* xd cos X 



= dy 13) 



zu integrieren, so setze man in der Gl. 10 a? = cos a?, m^^m^ w = 2, 
p == 1, r = 2, a = 1 — £*, 6 = 2«^ — 1, c = e^ und es ergiebt sich: 



m — 4 



1 o - , /= C»» — 3) (1 — f *) -p. cos"* * icc? cos .-r 
- — ^— . . cos"*-3a;yco — , in » ^^ 7= 

(W — 1)£* '^ (W— 1)6* Y^ 

(m — 2) (2 6* — 1) ^ cos"*~^a;<^ cosa; cos"*a;(g cosa; 

(m — 1) £^ ^ y^^ ~ ■|/(l + 62)+(2f*— l)cos*ic— e«sin*a; 

cos"* xdx 

Jx 



14) 



d COS X dx 

Ersetzt man in der vorstehenden Relation — ■;=r- überall durch ^— , 

]/a) ^^ 

SO erlangt dieselbe ihre übliche Gestalt. 
IV. Auch die Gleichung: 

tg^^xdx tg^ xdtgx ig"^ xdx ^__ , ^ - v 

~~^x~ ~ |/i 4. (2 — c 2) tg* a; + (1 — 6*) tg* a? Y^ ^ ^ ^ 

ist ähnlich wie im Abs. II und III durch die im §. 43 Gl. 17 enthaltene 
Formel zu integrieren. 



— 169 - 

V. Geht man in analoger Weise vor wie sub I, so erhält man noch 
folgende zwei Integrationsformeln: 

(m — l)a ^— 1^ oc reo J ' 

X 00 

.{inr-{-np — nr^r)h j^ dx (inr + 2np — 2wr — ^)c r^ dx 

I f Htm 1 \ /V (■• n l a/tik 4 \ ./« /M 



(w — l)ar p (w — l)ar p 

= Ds ^ -, 16) 

x'^(a — bx''+cx^''y 
ferner 

1 -p. 1 r (w — l)dx (p — r)(o'dxl 

(m — l)a ^ — i'- ^ '''^ -" 

„m — 1 „r 
X 00 

{mr -\- np — nr — 0& x\ dx j,(fnr-{-2np — 2nr — ^)c j) ^^ 



(m — \)ar p ' (w — l)ar 

= 2)S ^^ ^. 17) 

Aus den zwei vorstehenden Gleichungen, femer aus der Relation in §. 44 
61. 16 können die bekannten Integrale Ds -7— , Ds -, Ds 



^VDi^XdX C08"*a3^iC t^xJx 

durch ganz ähnliche Operationen wie sub II — IV gefunden werden. 

YI. Benützt man dieselben Abkürzungen und Substitutionen wie im 
§. 35 Abs. XIII, so ergiebt sich, wenn man nach Massgabe der obigen 

61. 17 integriert und in dem gefundenen Integral für -ß^ dessen Wert dx 

substituiert: 

Ds ^ Ds :=Ji=== = Ds ^^ - 



(a + 5 sin xf f" ^ A -^ Bp — Gp^ jp"* ]/ß 

1 r & cos ^ (2»i — 3)a j^ dx , 

~'^\r' (m — 1) (a + 5 sin xf'^'^ ~ m — 1 ^ {a + h sin xf-'^ "^ 

m_-2^^ ^^ 1. 18) 

»» — 1 (a + 6 sin xT"^] ^ 

Auf ähnliche Weise können auch die analogen Differentiale mit 
cos Xy igx \x. s. f. wie auch sämtliche Zeichenkombinationen integriert 
werden. 

§.49. 
nationale binonüsohe und trinomisolie Integrale. 

I. Die in den §. 36 — 48 dargestellten Methoden lassen sich 
auch auf die rationalen binomischen und trinomischen Differentiale an- 
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wenden, wenn man in den betreffenden Formeln r = l, folglich den 
Exponenten — = p setzt. Die Anwendung dieser Methode ergiebt natür- 
lich regelmässig dieselben Resultate, wie die in der Lehre von den ratio- 
nalen Integralen dargestellten Operationen. Ist z. B. die Gleichung: 

dx dx -j ^\ 

-, = zj = dy 1) 



{a -{- hx -{- cx^f ca 

ZU integrieren und geht man dabei nach §. 46 Abs. II yor, so gelangt 
man nach einigen Rechnungen zu der Relation: 

~ . 2c -TL dx 7^ dx o\ 



aJ(o ' /J CO {a -\- bx -{- cx^y 

wo r = 2acx — h^x — bcx^ zu setzen ist (vgl. §. 46 Gl. 8). Dieses Inte- 
gral stimmt, obgleich äusserlich abweichend, mit dem im §. 18 Gl. 16 
ermittelten Ausdruck überein, weil 

d^ — al±l£^ 3) 

ist. Geht man bei der Ableitung der im §. 18 Abs. II und III ermittelten 
Integrale nach §. 34 Abs. III vor (vgl. §. 46 Abs. IV und V), so erhält 
man dieselben sofort in der dort erscheinenden einfachen Gestalt. 

II. Zur Ergänzung der im §. 18 Gl. 1—9 (S. 38, 39) für rationale 
trinomische Differentiale entwickelten Formel dient nachstehende Relation, 
welche aus der Formel in §. 46 Gl. 20 entsteht, wenn man r = 1 setzt, 
im Übrigen aber die daselbst benutzten Abkürzungen beibehält: 

1 T (2«« — 3w — V)hc -n^ x^dx , (\ 2ac — &* \ -r^ dx 



{2np — Sn — l)hc j^ x^dx.fx 2ac — &* \ ^ 

(p-'l)naJ toP-^ W "" {p—l)na^) ^^ 



=.Ds. ^ ^-^. 4) 

III. Um das Verhältnis der für die Integration der rationalen und 
der irrationalen Differentiale aufgestellten Methoden klarzulegen, mögen 
folgende Bemerkungen dienen. Setzt man a + 6a; + ca?^ = G), so werden 

X dx dx 

die Differentiale und -^— u. s. f., wie sich aus §. 20 Abs. II u. III, 

§. 21 Abs. VI ergiebt, im Anfang nach den nämlichen Methoden be- 
handelt wie die analogen irrationalen Differentiale im §. 47 Abs. I u. III 
(nämlich Substitution für x^ und x^ und Einführung von Variablen und 
Konstanten); nur werden die rationalen Differentiale dadurch sofort un- 
mittelbar integrierbar gemacht, so dass die weiteren Operationen, welche 
bei den irrationalen Differentialen allerdings notwendig sind, hier ent- 
fallen. Dagegen können die für die Integration der irrationalen Diffe- 
rentiale dargestellten Methoden auch auf die rationalen angewendet 
werden, wenn in diesen o in zweiter oder höherer Potenz erscheint. 



.«> «JHMä.^L^M^H 



'ttmi 
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So kann das Differential — ,- etwa nach §. 34 Abs. IV, — ^ u. s. w. 
nach §. 43 Abs. I und §. 42 Abs. XI, — ä? — 2— i ^« s. f. (ersteres mit einer 

X CO sc Cd 

kleinen Abweichung) nach §. 44 Abs. I und III integriert werden, ohne dass 
jedoch die Anwendung der übrigen Integrationsmethoden schlechtbin aus- 
geschlossen ist. 

§.50. 

P 

Integration von x^Q)X'^ + cx^'^J'dx, 

I. Die im §. 42 ff. dargestellten Methoden können auch auf die Inte- 
gration des vorstehenden binomischen Differentials angewendet werden. 
Doch ergeben die Methoden des §. 42 Abs. I, II und XI dreigliedrige und 
deshalb minder brauchbare Integralformeln. Die Methoden des §. 42 
Abs. in und IV können hier überhaupt nicht benutzt werden, weil sie 
auf der Einfährung von Variablen und Konstanten beruhen, das Binom 
hx^.-^- cx^^ aber keine blosse Konstante enthält. Endlich ist auch die im 
§. 42 Abs. XII entwickelte Methode unanwendbar, weil sich im §. 42 Gl. 83 
die Konstante a (= 0) im Nenner befindet. Dagegen können durch die 
im §. 42 Abs. V — X dargestellten Operationen zweckmässige Integral- 
formeln gewonnen werden. 

Will man zur Integration der Gleichung: 

p p 

rc"»(&a;» + cx^'^y dx = x'^g)'' dx = dy 1) 

die im §. 42 Abs. V benutzte Substitution gebrauchen, so setze man zur 
Abkürzung des dort angewendeten Verfahrens: 



xüi 5,„ X€Q , bx 

n 2n 



ß) = cx^"* =^ — — -, 2) 



multipliziere die Gl. 1 mit m + 1 , führe dann das ursprüngliche Diffe- 
rential als Hilfsdifferential ein und nehme in dem letzteren die Substi- 
tution für CO in Gemässheit der Gl. 2 mit Benutzung des ersten daselbst 
angegebenen Wertes (vgl. §. 42 Abs. VII) vor, so ergiebt sich: 

{mi-l)x'^ca'^dx + ^ x^{^ — cx^^) (D^^' dx^{m + l)dy + '^ 

_ (mr + np + r)dy „x 

oder 



r 



-r\ ».-LI rr(»*4-l)^^ I pco'dxl 

- Dsx'^+^ca'' r ^ f- 

r L a; ' roD J 



wr 4- wjp -f- 

enp — . - — 1 



mr 



i^t^. Ds a;^+2«c}'- dx = Ds a;"»(6ip» + cx^'^ydx. 4) 
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n. Geht man wie sub I vor^ benutzt man aber bei der Substitution 
für o den zweiten in der Gl. 2 angegebenen Wert (s. §. 42 Abs. V), so ist: 

(m + l)x'»Jdx + H^ a;'»(|^ + ^) J'^dx ^ (m + l)dy + ^-^^ = 

^^ (mr + 2np + r)dy g 



oder 

r 



mr + 2np + *" 



L X ' rcö J ' 

5np -^ -—1 



in. Will man zur Integration der Gl. 1 die im §. 42 Abs. VI ent- 
wickelte Methode benutzen, so substituiere man in der Gl. 1 den Wert von 

c 

und multipliziere die Gleichung sodann mit den zur Bildung der ersten 
Funktion der Differentialsumme erforderlichen Konstanten, also: 

(w— 2n+l)iif*-^'*a}'* daj — (m— 2w+l)6a;"»-»a)'*c?a;=(m— 2w+l)ct?y. 7) 

Führt man, um nunmehr auch das zweite Differential mit dem notigen 
Koeffizienten auszustatten, ausgleichende Hilfsdifferentiale ein, so ist: 

""^^ "^ ''^^^ + dg = — (m — 2w + l)de', \dz = hx'^-^afdx], 8) 

ju (mr-\-np — nr-^r)dz n\ 

dl = — ^- ^ ^. -^-^^, 9) 

n{p + r)dz {mr + np — nr + r)dz , ^ i^\j ia\ 

Substituiert man den Wert für das zweite Differential der Gl. 7 aus der 
Gl. 10 und führt man mit Rücksicht auf die Relation: 

a?"»-2»+i . (o = a;"*-2»+i(M6a;'»-^ + 2wca;^»-0 = nfta;"»-« + 2ncoif' 11) 
das ursprüngliche Differential als Hilfsdifferential ein, so ist: 



r 

p 



_ {fnr + np-nr + T)hx^ »«.'•da; _ ^^ _ 2n + l)cdj/ + (£±r)^!i£^ = 

(wr + 2w2) + f)cdy 

oder 



12) 



■«P 
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r)c L X * rat J 



{mr + 2np + 

lY. Man kann auch dieselbe Substitution wie sub III benutzen und 
dann die sich ergebende Gleichung statt mit m — 2n + 1 (Gl. 7) mit 
dem zur Bildung der zweiten Funktion der Differentialsumme notwen- 
digen Koeffizienten; nämlich '^ multiplizieren (s. §. 42 Abs. VIII) 

und dann mit Bücksicht auf die Gl. 11 das ursprüngliche Differential als 
Hilfsdifferential einfahren. Es ist dann: 

n(p + r)a;"*~^"a)'' dx . {p + r)nbx'^-^''(o'' dx . (p + r)2ncx'^ai'' dx 
r * r * r 

{ p + r)ncdy . (p + r)2ncd y (p + r)ncdy . ^v 

= ^ + -^ 14) 

Benutzt man nunmehr^ um auch die erste Funktion der Differentialsumme 
mit den erforderlichen Eonstanten auszustatten, die Methode der aus- 
gleichenden Hilfsdifferentiale, so ist: 

p 

(mr + wj? — nr-^r)x"^ ^ca'' dx {p -}- r)ncdy -^^ 

r r ^ 

oder 

r 



(V + 



r)nc L X "^ reo J 

- ^r + np-nr + f^ ^^ x'^-^^ixf'^'^dx = Ds of^ilx'' + cx^^fdx, 16) 

V. Will man zur Integration der Gleichung 1 die Substitution: 

2» 
af = ^^^— 17) 

benutzen, so ergiebt sich, wenn man die Gleichung nach erfolgter Substi- 
tution mit dem zur Bildung der ersten Funktion der Differentialsumme 
erforderlichen Koeffizienten multipliziert (vgl. §. 42 Abs. IX): 

(m— n+l)a?'"~"fl>'' dX'—(m — n'\'l)cx"^+'^(x)''dx=(m — n'\-l)bdy. 18) 
um das zweite Differential mit Rücksicht auf die Relation: 

af»-«+i . cd' = nbx"" + 2wca;"»+» 

zur Bildung der zweiten Funktion der Differentialsumme verwenden zu 
können, führt man ausgleichende Hilfsdifferentiale ein und setzt: 
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p 



in(p + r) de_^^j^ (m — n+l)(?Ä; [de = cx'»+''<o'dx], 20) 



r 

Substituiert man für das zweite Differential in der Gl. 18 den Wert aus 
der Gl. 22 und führt man, um auch den zweiten Ausdruck der Relation 19 
zu erhalten^ das ursprüngliche Differential als Hilfsdifferential ein, so ist: 

p p 

(m — n + l)^;'"-«©'' dx + ^^ ^ ^ + ^^^ ^ ^ — 

oder 

^ Ds ^»-«+^0,^+' r(m-n + l)i^ _^ (p+^Vd^n _ 
ru) \- X ' reo J 



(wr + n^J + r)5 

- (»**• + 2nj) + nr + r)c ^^ y^+nj^^ _ 2)s ai^rft«» + ca:«»/(ia;. 24) 

VI. Man kann die sub Y dargestellte Methode auch so anwenden, 
dass man nach erfolgter Substitution die Gleichung mit den zur Bildung 
der zweiten Differentialsumme erforderlichen Konstanten, nämlich mit 

'f^KP-rn multipliziert (s. §. 42 Abs. X). Es ist dann: 

_ 2n(p + r)a;"'-"a)'' dx , (j? + r)2nca;'"+"o^da; ^ _ (p + r)2n&dy ^^. 

Verschafft man nunmehr dem ersten Differential den erforderlichen Koef- 
fizient m — n + 1 durch die Methode der ausgleichenden Hilfsdifferentiale 
und führt man mit Rücksicht auf die Relation 19 das ursprüngliche Diffe- 
rential als Hilfsdifferential ein, so ist: 

p p 

f i i'\ m n r + ^^ I (p + t) fib x"" (o*' d X , (p + r)2ncx'^+'' oü'' d X 

(m — w + l)a;'"'-'*o'^ dx + ^^ ^ 1- ^^^ ^ 

(wr + 2n|? + w^ + ^)^"* **®'^ ^^ (p -^r)2nbdy , {p']-r)nbdy 

r r ' r ™™ 

^ __ (p + r)wd dy ggv 

oder 
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p 



(p + r) 



nb L a; "^ rm J "^ 



p P 

+ '^'^"^J + I'nT — ^^ a;'"-"a)^"^'da; = Dsx^{lx^ + CÄJ^^^da;. 27) 

VII. Aus den in Abs. I — VI ermittelten Integralen von x^a}*" lassen 

p 

sich die Differentialsummen von , -, leicht dadurch finden, 

CO X fß 

dass man m durch — m, 2? durch — p ersetzt. Auch kann man diese 
Differentialsummen nach der für die binomischen und trinomischen 
Differentiale gegebenen Anleitung unmittelbar aus den Differentialen ohne 
Schwierigkeit ableiten. Nur die Integration von zwei Differentialen 
dieser Gruppe ist hier noch darzustellen, weil diese sich nicht unmittelbar 
aus den sub I— VI gefundenen Formeln ergeben. 
Ist nämlich die Gleichung: 

{bx'^ + ca?''Ydx = o'-rfa? «« dy 28) 

zu integrieren y so setzt man in der Gl. 13 m =» und es ergiebt 

sich dann: 

p p 

Nun ist aber, wenn man in der Gl. 6 m durch — n ersetzt: 

p p 

j^ (fex'' + o.»'')-d. _ r^ _5i inp j)sJ-'dx. 30) 



X 



Substituiert man den Wert für Ds aus der Gl. 30 in die Gl. 29, so 

ergiebt sich nach einigen Reduktionen: 

p 

Ds (bx- + cx'-?dx = - ^ f- - {np-nr + r)b l _ 

JJS[OX-^CX ; «^ — (2wjp + r)c s»-iL^« ^np-nr + r] 

(np — nr -{- r)h^np y^ 7~^j oi\ 

(2np + r) (2np — wr + *")« '^ 

VIII. Ist endlich die Gleichung: 

~ -, = ^ = dy 32) 

(hx^' + cx^'^y uT 

zu integrieren, so geht man wie sub VII vor und setzt in der Gl. 24 
We=0, p= — j), also: 
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T>, dx r 1 2np — nr — r)c t\ x^dx oo\ 

Bs = — ; r-r • T n: — i'5 — TT ' 33) 

p {np ^ r)o P_i {np — r)o p ' 

(ftic^+ca:^«)'' ^-^■ä'- 0)'* 

Setzt man femer in der Gl. 27 m = w, jp = — j?, so ergiebt sich: 

p (jp — r)n6 £_j "■" (p — r)w6 jp^^ ' 

und wenn die vorstehende Differentialsumme in die Gl. 33 substituiert 

wird, so ist: 

-p. dx r[(p — r)n6 + (2nj) — nr — r)cö8^^ 

£ £_i . 

{2np — nr — r)(2njp — 2wr — Oc t-j dx nt'x 

(np — r){p — r)nh* £_ i 

CO** 

Setzt man in den vorstehenden Integralformeln (Abs. I — VIII) n = 1, 
r = 2, so erhält man dieselben in der mehr speziellen Form, in welcher 
unsere Lehrbücher und Integraltafeln diese Integrale gewöhnlich ausweisen. 



Fünfte Abteilung. 

Die exponentiellen, logarithmischen und 
cyklometrischen Integrale. 

§. 36. 

Die exponentiellen Integrale. 

I. Von den exponentiellen, logarithmischen und cyklometrischen 
Integralen sollen nach dem Plane dieser Abhandlung nur die wichtigsten 
Fälle in Betracht gezogen werden, weil die ausführliche Ableitung der 
rationalen, goniometrischen und irrationalen Integrale in den vorher- 
gehenden drei Abteilungen hinreichende Anhaltspunkte gewährt, um auch 
die Methoden für die Integration aller übrigen Differentiale aufzufinden. 

Ist die Gleichung: 

dx dx -, ^\ 

=^dy 1) 



a + fte'"* w 

zu integrieren, so führt man mit Bücksicht auf die Relation: 

(0 — 6e"»* = a 2) 

Variable und Konstanten ein, also: 
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dx = ady . 3) 



CD 



Nun ist aber (§: 31 Gl 16): 

Ds -— = US = log (ö. 4) 

Nimmt man nunmehr yon der 61. 3 die Differeutialsumme (s. 61. 4) und 
befreit dann dy von der Eonstante, so ist: 

— \x log ©) = Ds 5) 

Durch ganz analoge Rechnungen , bei welchen nur die 61. 2 eine Ver- 
änderung in den Zeichen erleidet, erhält man noch: 

2)5 ^;rr = — = —(— jr -| — log 5) , 6) 

T-. dx dx 1 / 1 , ^\ p,\ 

J)s -— == — = - (o; log ©) • 7) 

II. Ist die öleichung: 

dx dx ^ c%\ 

= dy 8) 



p p 

zu integrieren, so führt man mit Rücksicht auf die 61. 2 Variable und 
Konstanten ein, bringt dann das zweite Differential links auf die nach 

oa dx 

§. 31 61. 15 integrierbare Form — — (s. 61. 4 und 23) und befreit schliess- 



m 



P 

r 



lieh dy von den Eonstanteu, worauf sich folgende Formel ergiebt: 

Ds + iDs-.^. 9) 

(a + ftc"**)'' am{p — r) 5'* co'* 

Auch die Integrale für die verschiedenen Zeichenkombinationen des yor- 
stehenden Ausdrucks (vgl. Abs. I) sind leicht zu finden. 

III. Zur Integration der 61eichung: 
multipliziert man beiderseits mit ]/a&m, also: 



Ds ^ -^ = Ds ^ x-^^va = arctan ^^% = Ds Vabmdy 11) 



Vb 
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oder wenn man dy von den Konstanten befreit: 



,— aretan ^ = Ds -—— — - • 12) 



IV. Die Gleichung 

kann dadurch integriert werden^ dass man setzt: 

:r = ')/äe'»* + |/6, 15) 

9 = |/äe'«* — "1/6, 16) 

;r + ^ = 2|/^e-; ^ili = 2y^, 17) 

:;r() = ae^"*^ — 6 = (ö. 18) 

Führt man in die Gl. 13 mit Rücksicht auf die Gl. 17 Variable und 
Konstanten ein und ersetzt man c» durch tcq (Gl. 18), so ist: 

^"+i^"''"" = 2Vädy 19) 

oder 



6 nq 



Bs^ + Bs—^Bs 2yady. 20) 

Substituiert man den Wert der beiden Differentialsummen links aus den 
Gl. 5 und 6 und befreit sodann dy von den Konstanten, so ist: 

^-logl == -^log -^^ +X"r =J)s ^^ 21) 



V. Die Gleichung 

e'^'^dx 1 he''''ndx 1 ©da; , oo\ 

== iTi: • — ^ = ^y 22) 



kann nach §. 31 Gl. 15 integriert werden. 
Auf dieselbe Weise kann man 



= TzI>s—-r 23) 



(a + 6e'*^y cö'- 

integrieren. 

VI. Die Integration der Differentiale - und 



ist den Operationen im §. 33 Abs. I und 11 sehr analog. 
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Zur Integration der Gleichung: 

dx dx 



Va + h c"* V« 



dy 



24) 



setzt man nämlich: 



n = "j/a + fte*** + V^ ; ^' = 



5ne 



na; 



2Vco ' 



p = "j/a -j- te«* — l/a ; Q 



bne 



nx 



2|/a) 



25) 
26) 



7C Q 



jrp = — - — ^ — ; ^— ^^ i^-T— =— yaftn, 



fce*»*. 



27) 

nQ = Oß"*. 28) 

Multipliziert man nunmehr das Differential links in der Gl. 24 im Zähler 
and Nenner in Gemässheit der Relation 28 und führt man dann mit 
Rücksicht auf die Gl. 27 Variable und Eonstanten ein^ so ergiebt sich: 

29) 

e" TCQ yto 
oder 

n dx Q dx ,/ — ., 

= — yandy. 

Verfährt man nun in der bekannten Weise, so ist: 



^ J = ~ yahndy 



30) 






dx 



Va + 5e»* 



31) 



VII. Zur Integration der Gleichung: 

dx dx 



= dy 



32) 



ist diese Methode aus dem im §. 33 Abs. II angeführten Grunde un- 
anwendbar und es kann nur die Integration durch Kreisbogen durch- 
geführt werden. Zu diesem Zweck schreibe man die Gl. 32 mit Rück- 
sicht auf die Relationen: 



t?)/— a + &e'»* = 



he^'ndx 

• 

2^00 ' 



6e»« ,^ ^ 



folgendermassen : 



2yä 



dY 



CO 



1 + ( V-a+&a- ) 



a 



a 



' + m 



2n 



ndy 
2 



34) 



Versetzt man schliesslich a aus dem Nenner des zweiten Ausdrucks 
in den Zähler des dritten und dividiert man dann die Gleichung beider- 

Bergbohxn, Integralreohnung. 13 
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seits mit Va, so ergiebt sich, wenn mau in der bekannten Weise 
verfährt: 

2 arctan5^=»5^ = i)s-=J^=.. 35) 



VIIL Die Gleichung: 

x'^e^'^dx = dy 

kann dadurch integriert werden, dass man sie mit n multipliziert uud 
dann HilfsdiflFerentiale einführt, also: 

ajm^gna; ^ e'^'^dx'"' — m oj"* ^ ^ 6" * öf 0? == fidy 36) 

oder 

iDsa;"^e«^r— + — 1 —~ Dsx^'-^e^'^dx = Dsx'^e^'^dx. 37) 

Das vorstehende Integral kann, wie ein Blick auf dasselbe ergiebt, nur 
dann in einem geschlossenen Ausdruck dargestellt werden, wenn m eine 
ganze positive Zahl ist (vgl. Abs. IX). 

IX. Die Gleichung: 



x"^ 



= dy 38) 



kann, wenn m positiv, ganz und > 1 ist, dadurch (jedoch nicht in ge- 
schlossener Form) integriert werden, dass man sie mit — (m — 1) multi- 
pUziert und dann Hilfsdifferentiale einführt, also: 

_ 1^ 1 = -^ fm — l)dy 39) 

oder 

w— 1 a;"*"~ L e*** ^ J ' w — 1 x"^"^ x^ 

X. Ist die Gleichung: 

sin^ xe^^dx = dy 

zu integrieren, so multipliziert man dieselbe mit m^ + n^ und setzt in 
dem Differential mit dem Koeffizienten m^ an die Stelle von sin*"a? den 
Ausdruck sin"*""^a;(l — cos^), also: 

n^ Bml^x^^dx + m^ sin'^^^xe^'^dx — m^ cos^ä; sin'^^^xe'^'^dx = 

= {m^ + n^) dy . 41) 
Führt man nunmehr das Hilfsdifferential 

mn cosa; sm"^~'^xe'*''dx 
ein, so ist: 

n^ sin^xe'^^dx + mn cosa; sixi"''~^xe'^^dx + m^ sin"»— ^ xei^^dx — 

— m^ cos^iT ^m^—^xe'''^dx — mn cosa; ün^~^xe^'^dx = {m^ '\'n^)dy, 42) 
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Aus den zwei ersten Differentialen links kann^ wie ein Blick lehrt, die 
Differentialsumme sofort gebildet werden. Ebenso kann man auch aus 
dem dritten bis fünften Differential, wie sich sofort ergeben wird, eine 
weitere Differentialsumme unter der Bedingung bilden^ dass man den 
Koefßzienten des dritten Differentials w? durch m ersetzt, was vermittelst 
der Methode der ausgleichenden Hilfsdifferentiale leicht geschehen kann. 
Es ist nämlich: 

mdz + di = m^dz'^ [dz = sin"*-^itJe'»*dic] , 43) 

di = m(m — l)dZj 44) 

mdz + m (m — V)dz = w?dz, 45) 

Substituiert man nun den Wert des dritten Differentials der Gl. 42 aus 
der Gl. 45, so ist: 

n [n sin*" ice"* dx-\- m cos x sin"*""^ x€^^ dx] — 

— m[— sm"^—^xe''^dx-\- m cos^ x Bm'^'~^ x^^dx -\-ncosxam"^~'^xe'^''dx] + 

'■\' m{m — 1) sin"*""2 xe^'^ dx = (m^ + n?) dy . 46) 

Bildet man endlich aus den in den Klammern eingeschlossenen Differßn- 
tialen die beiden Differentialsummen und befreit schliesslich dy von den 
KoDstanteD, so ergiebt sich: 



-2-i — ö Bs sm"» xe"^ — - — 

w' + w« L8in"»a; c*** J 



i— i — = Ds cos X sm"»-^ a^e*»* ; + 

, w(m — } j^^ sin'"-^a;e"^t?a; = Ds siDr^xe^^dx. 47) 

XI. Ist die Gleichung: 

cos"* xe"*^ dx = dy 48) 

zu integrieren, so erhält man nach einigen ganz analogen Rechnungen 
(Abs. X) den Ausdruck: 

n[n coa^xe^'dx — m sin ic cos"*'"^^;^'**^^?] + 

+ m[cos'"""^a?c"*dir — m%m^XQOBk^~^x€^'dX'\- nBmxcQB^~^xe^^dx'\ + 

+ m (m — 1) cos»»— 2 rre"* dx = (m^ + n^) dy 49) 
oder 

-T-i — i Bs cos"» ice"* — — + 

^ (^ — ) 2)g cos"*-2 a;e*** dx = Ds cos"» xe^^'^dx . 50) 
Auf analoge Weise kann man auch die Integrale für tg"*ice***rfa: u.s.f. ermitteln. 

18* 
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§.52. 
Die logarithmisohen Integrale, 

Die Integration der einfachsten logarithmischen Differentiale ver- 
mittelst der neuen Bechnungsmethoden ist schon in meinen ^^Neuen 
Integrationsmethoden'' S. 37 — 39 dargestellt worden. Es erübrigt daher 
nur noch; auch einige verwickeltere Differentialsummen dieser Art, die 
übrigens nur zum Teil in endlicher Form darstellbar sind, der Integration 
durch die neuen Rechnungsmethoden zu unterziehen. 

I. Ist die Gleichung: 

aj"» (log xy dx = dy 1) 

zu integrieren, so setzt man: 

^wi + l 

a;"> dx = — r^ = «? 2) 

und es ist, wenn man Hilfsdifferentiale einführt: 

(log xY dz '\' zd (log xY -— r x"^ (log xy—'^dx = dy 3) 

und wenn man dann aus den beiden ersten Differentialen die Differential- 
summe bildet: 

^^ ^(^Qg^r ^ 2)s x"^ (log xy-^dx = Dsaf^ (log xydx. 4) 

II. Ebenso kann die Gleichung: 

(log ä)** "~ X (log xy (log xf 

dadurch integriert werden, dass man setzt: 



/ 



= dy 5) 



rii?£^ ^- g 6) 

J (logx)" («-i)(logxr-' 

und dann Hilfsdifferential einführt, also: 

X-+^ dz + zdx-'+^ + ^+1 . -^^ -= dy 7) 

w — 1 (logaj)" 
oder 

r H ^ DS r = DS : [n > 1 J . 8) 



(n — 1) (log ä)"- ^ »» - 1 (log ä)"- ^ (log a;)' 

Setzt man in den Gl. 4 und 8 m = 0, so ist: 

Ds (log a;)" dx = x (log ^)'* — n Ds (log xy—'^ dx , 9) 

2)5 _^£ ? ^^l_Ds — ^^ . 10) 

(loga;)** (n — l)(logä)""^ • n — l (loga;)*-^ 

Die beiden vorstehenden Integrale können vermittelst der bekannten 
Methoden auch unmittelbar aus den Differentialen abgeleitet werden. 
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III,. Die GleichuDg: 

(log xY (« + hx'^ydx = dy 11) 

kann, wenn p eine ganze positive Zahl ist^ dadurch integriert werden, 
dass man (a -{- bx^)^ nach dem Binomialsatz entwickelt, die einzelnen 
Glieder sodann mit (log x)^ multipliziert und sie nach den Formeln 4 
und 9 der Integration unterzieht. 

IV. Ist dagegen p eine gebrochene, positive Zahl, folglich die 

Gleichung: 

p p 

(log x)"" (a + hx'^y dx = (log x^ o*" dx == dy 12) 

zu integrieren, so setzt man: 

Jcfdx = 13) 

und führt sodann Hilfsdifferentiale ein, also: 

(log xY dz + zd (log xY - *"' (^°g "f'^ ^ = dy 14) 

oder 

(log xY~z — m Ds ^(^og'^)"'""'^^ = Ds (log xY (o + hs^fdx . 15) 

Dieses Integral kann dann in endlicher Form dargestellt werden, wenn 

sowohl als auch Ds in geschlossenen Ausdrücken integrier- 

bar sind, was aber bei der Unvollkommenheit unserer Integrations- 
methoden entfernt nicht in allen Fällen möglich ist. 
So ist z. B.: 

Ds\ogxya + lxdx 1^ !L^__^__Ds_^. 16) 

Ebenso ist x log xYa -]- bx^dx integrabel, weil sowohl Ja; |/a + ^^^^^ 

ziloft x)^'~^dx (a-^-bx^rdx 
als auch — mDs -^-^ — = — D$ ^^—^ in geschlossener Form 

darstellbar sind u. s. w. 

V. Zur Integration der Gleichung: 

(iogxrdx ^ {log xrdx ^ , j^. 

(a + bx'^y J 

setzt man: 



/c 



-^==. 18) 

(a + 6a;'»)'* 
und es ist dann, ebenso wie sub IV: 

/i -\m- T^ z(\osxy^~^dx -r, (logxf^dx -^v 

(log xpg — m Ds ^ ^ ' = Ds ^ ^ ^ 19) 

(a + hx'^y 
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Die Bemerkung zur GL 15 gilt auch in Betreff der vorstehenden Relation, 
So ist z. B., wenn die Gleichung: 

log xdx log xdx 



{a + hx)^ cfi 



= dy 20) 



integriert werden soll: 



J(a 



folglich (Gl. 19): 

j^^ logxdx^__2}og^_^2j^^Jx^ 22) 



Ebenso ist, wenn man die Gleichung: 

X log xdx X log xdx 

integrieren will: 



= dy 23) 



Jvä 



xdx Vco oi\ 

= -^ = ^> 24) 



+ bx^ ^ 

folglich (Gl. 19): 

J. xlogxdx logS)/cö 1 j>. Ymdx ^^kn 

^ yT^fx^ ^ "^ ^ ^ ^ 

u. s. w. 

§. 53. 
Die cyklometrischen Integrale. 

I. Eine wirkliche Ermittlung der Dififerentialsummen ist bei den cyklo- 
metrischen Urintegralen (Gl. 3—6) mit den bisher entwickelten Methoden 
unmöglich, vielmehr erfolgt hier die Integration durch ümkehrung der 
für die goniometrischen Differentiale ermittelten Integrationsformeln. So 

ergiebt die Relation: 

d sin X = cos xd arc x^ 1) 

oder 

d sin X ^ o\ 

= d arc Xf l) 



wenn man beiderseits die Diflferentialsumme nimmt, folgende Gleichung: 

7% d sin ^ — sk\ s%\ 

Ds = arca?.^) o) 

yi — sin* X 



*) Die obige Belation würde bei Anwendung der gewöhnlichen Bezeichnungs- 

dx 
weise lauten: Ds —z=zi=. = arc sin x. doch wird sich aus der folgenden Darstellung 

ergeben, dass die von mir gewählte Bezeichnung für die neuen Bechnungsmethoden 
zweckmässiger ist. 
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t 

Es ist leicht ersichtlich, dass hier bei dem Differential links eine wirk- 
liehe Umwandlung in die Differentialsumme nicht stattgefunden hat, son- 
dern dass diese Operation durch Vorsetzung des Zeichens Ds nur sym- 
bolisch angedeutet erscheint. 
Ebenso ergiebt sich: 

-r^ d COS X — • jx 

Ds : = arc cos x, 4:) 

yl — cos* X 

Ds z—r4^r- = arctan x. 6) 

D^ — .. ,^ f ^^ = arcctg X . 6) 

1 + ctg* X ^ ' 

II. Ist die Gleichung: 

arc"* X sin** xd sin x = dy 7) 

zu integrieren, so setzt man wie in früheren Fällen: 



/ sin»* 



Bin"+^ X 



xd sin X == r^r- = . 8) 

n-\-l ^ 

und es ergiebt sich, wenn man in der bekannten Weise Hilfsdifferentiale 

einführt: 

arc"* xd0 + jsfd arc"» x — fsd arc"* x = dy 9) 

oder 

arc"* X0 — m Ds arc"*~"^ a;öf arc x = Ds arc"* x sin" xd sin x. 10) 

Durch diese Formel kann jedes Differential der vorbezeichneten Form 
entweder sofort oder durch wiederholte Einführung von Hilfsdifferentialen 
ermittelt werden. Die Exponenten m und n sind hier wie in den fol- 
genden Absätzen ganze positive Zahlen. 

IIL Ist z. B. die Gleichung: 

arc X sin xd sin x == dy 11) 

zu integrieren, so setzt man: 

/' • sin* X \ 

sin xd sin x = — - — == z, 12) 

folglich (61. 10): 

arc X sin* x t^ sin* xd arc x -r, y ^ o\ 

2 Ds -==Dsdy. 13) 

Substituiert man den Wert für die zweite Differentialsumme links aus 
§. 23 Gl. 12, so ist: 

. — = Ds arc x sm xd sm x, 14) 

Einige leichte Reduktionen bringen dieses Integral auf seine in den Lehr- 
büchern übliche Form. 



arc X sin* x . sin rc cos x arc x 
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IV. Ist die Gleichung: 

arc^ X sin^ xd sin x = dy 15) 

zu integrieren^ so setze man: 

sin^ xd sin x = — -„ — = z, 16) 



/' 



also zufolge 61. 10: 

arc* X sin^ x 2 



_ 5- i)5 sin^ X arc a:cü arc a; = D$ dy, 17) 

Die in der vorstehenden Gleichung erscheinende Differentialsumme 
Ds sin' X arc a;e2 arc x kann leicht durch nochmalige Einführung von Hilfs- 
dififerentialen ermittelt werden (vgl. §. 28). Man setzt zu diesem Zweck 
(s. §. 23 Gl. 16): 

sm^ xd arc a; = r — = g, 18) 



/ 



3 3 

also mit Rücksicht auf die Gl. 10: 

Ds sin^ X arc xd arc x = Ds [arc xd^ + ^d arc x — £d arc x] = 

— ö T\ oj arc5 8in*ä cosä 2 arc 5 cos S , 
= arc x^ — Ds Id arc a? = [- 

+ ?^ + ^^. 19) 

Substituiert man die vorstehende Differentialsumme in die Gl. 17, so ist 
das Integral ermittelt. 

V. Ist die Gleichung: 

arc*" xd sin a? 



* n 

Sin X 



= dy 20) 



zu integrieren, so setzt man: 

'd sin X 



f 



-=«, 21) 



sin" X (n — 1) sin** ^ x 

folglich, wenn man Hilfsdifferentiale einführt: 

(w — 1) Bin" ^x w — 1 sin'* * X sin" x 

Die zweite Differentialsumme ist mit den bisher aufgefundenen Inte- 
grationsmethoden in einem geschlossenen Ausdruck nicht immer dar- 
stellbar (vgl. oben zu §. 52 Gl. 15 und 19). 

VI. Ist z. B. die Gleichung: 

sin'^ = '^y 23) 

ZU integrieren, so ist: 

/d Bin x 1 ^ . V 

. 8 = : = 0, 24) 

sm' a; ein a; ' -' 



— 187 - 



folglich (Gl. 22): 



_ ^<Li + Ds -^ (§. 22 Gl. 58) = Bs ^EB-^^^J^ . 25) 

Sin rc ' sin a; ^'^ ^ sm* a; ^ 

VII. Setzt man in den 61. 10 und 22 n == 0, so ist: 

arc"* ^ sin ^ — m Bs arc"*"^ x sin xd arc x '^ Ds arc"* xd sin a;, 26) 

welche Formel übrigens auch unmittelbar aus dem Differential ermittelt 
werden kann. Auch hier (s. zu Gl. 17) ist unter Umständen eine wieder- 
holte Einführung von Hilfsdifferentialen erforderlich. So ist z. B. zufolge 
Gl. 26: 

Ds arc^ xd sin x = arc^ ^ sin i — 2Ds arc x sin xd arc x = 

=' (§. 28 Gl. 12) arc*^ sin a; + 2arcS cosS — 28iii^. 27) 

VIII. Ist die Gleichung: 

arc X Bin"^xd sin x 



p 
(a + & sin« xY 

zu integrieren, so setzt man wieder: 

sin*" xd sin X 



= dy 28) 



/ 



j = ^, 29) 

(a + ft sin** xY 
folglich auch, indem man Hilfsdifferentiale einführt: 

- — T^ 7 -r\ arc X sin"* icd sin x o/w 

j^ arc ir — Ds zd arc x = Ds oO) 

(a + 5 sin** a?)*" 

Auch in dieser Gleichung kann sowohl als auch die zweite Differential- 
summe entfernt nicht in allen Fällen durch geschlossene Ausdrücke dar- 
gestellt werden. 

IX. Ist z. B. die Gleichung: 

arc X d sin x 

(a -f- & sin xY 

zu integrieren, so setzt man: 



= dy 31) 



Si 



(a -|- ö sin xY 6 (a + & sin a;) ' ' 

folglich auch (Gl. 30): 

Ü5 arca;(^8ina; ^^ __ arc ^ [_ i 7) 5 ^ ^^^ ^ (§. 35 Abs. XIII, ggx 

(a-f-ftsina?) 6(a+Ö8in^) ' h o+&sina; §. 48 Abs. VI). 

X. Ist endlich die Gleichung: 

arc X ^in^ xd sina: 



|/l — sin^ X 



= arc X ^m^xd arc x = dy 34) 
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zu integrieren, so ist das Integral für das zweite Diflferential leicht da- 
durch zu finden, dass man 

ysin*" xd ^.rc X = z 35) 

nach §. 23 ermittelt und sodann in der oft benützten Weise HilfsdiflFe- 
rentiale einführt (vgl. §. 28). 

Ich habe in dieser Darstellung (Abs. I — X) nur solche cyklome- 
trische Differentiale in Betracht gezogen, in welchen Funktionen von sin x 
vorkommen; es können aber auf ganz analoge Weise auch solche cyklo- 
metrische Differentiale integriert werden, die Funktionen von cos a?, tg x 
u. s. w. enthalten. 
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